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Resume 


Les algebres d’endomorphismes peuvent remplacer la notion de fibre principal. Dans ce 
cadre algebrique, les theories de jauge sont reformulees et generalises, unifiant ainsi con¬ 
nexions ordinaires et champs de Higgs. Un modele de “Maxwell non commutatif” est 
construit pour des fibres non triviaux necessitant le developpement de la notion de struc¬ 
ture Riemannienne. Les techniques de la geometrie non commutative utiles a l’etude des 
algebres associatives sont presentees et une nouvelle methode permettant d’obtenir le 
morphisme de Chern-Weil usuel est developpee. Ensuite, les resultats d’une etude sur les 
connexions non commutatives generalised ceux connus sur les fibres symetriques; une 
extension de l’ansatz de Witten est enoncee. Enfin, une action est proposee pour gene- 
raliser le modele de Born-Infeld a des connexions non commutatives. Les Lagrangiens 
obtenus sont non polynomiaux et on etudie l’existence de solutions de type solitonique 
sur quelques exemples explicites. 


Abstract 

Endomorphisms algebras can replace the concept of principal fiber bundle. Gauge theories 
are reformulated within this algebraic framework and further generalized to unify ordinary 
connections and Higgs fields. A “noncommutative Maxwell” model is built starting from 
non trivial fiber bundles thus requiring the development of the notion of Riemannian 
structure. The tools involved in the study of associative algebras are presented and 
an algebraic method to characterize the usual Chern-Weil morphism is proposed. Then, 
current results on symmetric fiber bundles are generalized to noncommutative connections 
and an extension of the Witten ansatz is given. Finally, a generalization of the Born-Infeld 
action for noncommutative connections is proposed. The corresponding Lagrangians are 
non-polynomial and the existence of solitonic solutions is shown on several examples. 
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Introduction 


Je me suis interesse dans cette these a la formulation des theories de jauge dans le 
cadre de la geometrie non commutative et a la generalisation du modele de Born Infeld 
pour des champs de jauge non abeliens. Les theories de jauge constituent un langage 
mathematique dans lequel sont formulees les interactions fondamentales en physique. 

Je me propose de faire un rappel, dans cette introduction, sur la maniere dont les 
theories de jauge ont ete introduces en physique, ce qui mettra en evidence leurs prin- 
cipales caracteristiques. Cela permettra egalement au lecteur de cette these de mieux en 
comprendre les motivations. J’expliquerai ensuite en quoi la geometrie non commutative 
semble etre un outil approprie pour formuler les theories de jauge et je ferai egalement 
un bref rappel historique sur son apparition en mathematiques et en physique. Enfin, 
j’expliquerai mon interet pour la theorie de Born-Infeld et ses generalisations et donnerai 
un plan detaille de cette these. 


Pourquoi les theories de jauge? 

Le terme “jauge” fut introduit pour la premiere fois par Hermann Weyl en 1919 dans 
une tentative d’unifier l’electromagnetisme et la gravitation. Cette terminologie fut em- 
pruntee a celle des tablettes de jauge utilisees comme etalons de longueur dans les ateliers 
d’usinage. Ainsi, dans la theorie de Weyl, la jauge est une reference de mesure permettant 
d’etalonner l’echelle qui va servir a mesurer une quantite physique. Les quantites phy¬ 
siques, ou observables, sont supposees etre invariantes sous des transformations locales 
d’echelle (ou de jauge). L’invariance de jauge, telle qu’elle fut introduite par Weyl, etait 
directement inspiree 1 de la theorie des connexions lineaires utilisee par Albert Einstein 
dans sa theorie de la relativite generate et avait done, des sa premiere formulation, un 
statut geometrique. 

Malheureusement, pour diverses raisons, cette tentative d’unification echoua. Mais 
par la suite, lors de l’apparition de la mecanique quantique ondulatoire developpee par 
Schrodinger en 1926, Weyl, avec Vladimir Fock et Fritz London, travailla a l’elaboration 
d’un nouveau type de jauge en passant d’une jauge de type facteur d’echelle a une jauge 
complexe de type changement de phase. 

Retrospectivement, on pourrait considerer que e’est en fait James Clerk Maxwell qui 
introduisit la premiere theorie de jauge en formulant les lois de l’electromagnetisme telles 

1 I1 se questionna en 1919 suite au succes remporte par la theorie d’Einstein : “Si les effets d’un champ 
gravitationnel peuvent etre decrits par une connexion exprimant l’orientation relative entre des referentiels 
locaux de l’espace-temps, d’autres forces de la nature telles que l’electromagnetisme peuvent-elles etre 
associees aussi a des connexions similaires ?” 
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que nous les connaissons aujourd’hui. Dans la theorie de Maxwell, la symetrie de jauge, 
associee a un groupe de structure U( 1), fut pendant longtemps consideree comme une 
simple liberte intervenant dans le choix des outils mathematiques pour decrire une meme 
realite physique. L’invariance locale des equations de Maxwell ne fut done reellement ex- 
ploitee qu’a partir des travaux de Weyl 2 . Dans sa deuxieme proposition, il identifia ce 
groupe U( 1) a l’invariance sous transformations de phase de la fonction d’onde d’une par- 
ticule chargee en mecanique quantique. Le simple fait de demander que les equations du 
mouvement soient invariantes sous transformations de jauge permit alors de comprendre 
l’origine du couplage entre le champ electromagnetique et la fonction d’onde d’une parti- 
cule chargee. Cette symetrie U( 1) prit alors un statut fondamental en devenant associee 
a la conservation locale de la charge electrique. 

Ce rnodele a ensuite mene a celui de l’electrodynamique quantique developpe par Feyn¬ 
man, Schwinger et Tomonaga, decrivant l’interaction entre photons et particules chargees. 
Ce rnodele est exprime au sein d’un formalisme visant a rendre compatible la mecanique 
quantique et la relativite restreinte, appelee theorie quantique des champs (TQC). Dans 
cette theorie, les particules elementaires sont associees a des representations irreductibles 
du groupe de Poincare dont les representations sont indexees par deux nombres quan- 
tiques qui sont la masse et le spin (ou helicite dans le cas des etats de masse nulle) et la 
dynamique de ces etats est gouvernee par ce qu’on appelle un champ quantique 3 . 

Dans la theorie de l’electrodynamique quantique, qui fut le premier rnodele de theorie 
quantique des champs, les photons sont des representations d’helicite 1 et de masse nulle 
du groupe de Poincare et sont decrits par le champ quantique de Maxwell; les particules 
chargees correspondent a des representations de spin 1/2 et de masse positive ou nulle et 
sont decrites par le champ quantique de Dirac. Le couplage de ces deux champs est obtenu 
en demandant que le champ de Dirac soit egalement dans une representation du groupe 
U( 1) associe a l’invariance de jauge des equations de Maxwell. Cette demande impose 
alors d’introduire un couplage minimal entre le champ de Dirac et le champ de Maxwell. 
De meme nous avons appris, du celebre (second) theoreme d’Emmy Noether, que l’on 
pouvait associer a l’invariance sous des transformations locales de symetrie des quantites 
conservees appelees courants de Noether (resp. identites de Noether ) auxquels correspond 
l’algebre des courants (resp. identites de Ward ) en TQC. Appliquees a la symetrie U( 1), 
les identites de Noether expriment la loi de conservation locale de la charge. Ainsi, dans ce 
rnodele, le groupe de structure U( 1) apparait comme etant un groupe de symetrie interne. 

Par la suite, on put mettre en evidence d’autres types d’interactions en observant la 
conservation de certains nombres quantiques dans les reactions nucleaires. Ainsi, en 1954, 
C.N. Yang et R. Mills introduisirent une jauge non abelienne generalisant de maniere 
directe la theorie de Maxwell. II remplacerent le groupe U( 1) par un groupe non abelien 
SU (2) et la connexion de Maxwell, prescrivant aux phases de la fonction d’onde la relation 

2 En faisant encore une fois un parallele avec la theorie de la relativite, on peut remarquer que les 
transformations de Lorentz, laissant egalement les equations de Maxwell invariantes, etaient aussi consi- 
derees par Poincare et Lorentz, au debut du 20eme siecle, comme une simple commodite mathematique 
permettant de decrire une realite physique plus compliquee. C’est Einstein qui, le premier, proposa de 
donner au groupe des transformations de Lorentz un statut fondamental. C’est, ensuite, en voulant rendre 
ces transformations locales qu’il fut amene a considerer la notion de connexion lineaire reliant differents 
reperes. II utilisa pour cela la notion de connexion de Levi-Civita qu’il interpreta comme decrivant les 
effets du champ gravitationnel. 

3 Un champ quantique est une distribution a valeurs dans les operateurs sur un espace de Hilbert. 
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qui existe entre elles en chaque point par une connexion a valeurs dans une algebre non 
abelienne. Bien que la notion de connexion fut presente des l’introduction des theories de 
jauge par Hermann Weyl, ce modele permit de mettre en evidence une generalisation de 
la theorie des connexions, utilisee en relativite generale pour les reperes lineaires, a une 
theorie des connexions pour un groupe de Lie compact arbitraire assimile en physique a un 
groupe de symetries internes. II fut reconnu par la suite que cette theorie des connexions 
correspond en fait a la theorie des connexions sur les fibres principaux developpee quelques 
annees auparavant par les mathematiciens Elie Cartan et Charles Ehresmann. 

Bien que le modele de Yang et Mills ne put etre retenu pour decrire les interactions 
entre nucleons etant donne son incapacity a reproduire des interactions nucleaires de 
courte portee (reconnues par Yukawa en 1935 comme se traduisant par l’echange de par- 
ticules massives), l’idee de pouvoir decrire les interactions fondamentales a l’aide d’un 
principe d’invariance de jauge seduisit fortement les physiciens et est devenue par la suite 
un veritable guide pour etablir de nouvelles theories. E 11 effet, c’est dans la theorie des 
interactions faibles que resurgit le modele de Yang et Mills du fait des difficultes rencon- 
trees dans la theorie de Fermi et la theorie V-A. L’idee fut donnee par S.L. Glashow et 
J. Schwinger qui constaterent l’analogie possible entre la symetrie d’isospin constituant la 
base de la theorie de Yang-Mills et la symetrie observee entre leptons. Cependant, le prin¬ 
cipal obstacle a la formulation d’une theorie de jauge des interactions faibles fut encore 
une fois l’obligation d’avoir des interactions de courte portee. 

C’est finalement le mecanisme de brisure spontanee de symetrie propose par Peter 
Higgs en 1964 qui debloqua la situation et permit a Steven Weinberg (1967) et Abdus 
Salam (1968) de developper (de maniere independante) une theorie unifiee des interactions 
electromagnetiques et faibles, dont Gerard ’t Hooft et Martinus Veltman prouverent en 
1971 qu’elle etait renormalisable. Ce modele a ete construit avec le groupe de structure 
577(2) x U{ 1) et a predit l’existence des bosons intermediaries W ± et Z°. Le fait de devoir 
decrire en meme temps l’interaction faible et les interactions electromagnetiques etait, lui, 
motive par la necessity de rendre compte, dans un cadre coherent, de la violation de la 
parite dans laquelle sont impliquees des particules chargees telles que l’electron. Dans ce 
modele, l’electron est partenaire du neutrino et ils doivent tous deux etre de masse nulle 
dans une formulation invariante de jauge. La presence d’un angle de melange, appele angle 
de Weinberg, permet alors que le mecanisme de Higgs n’attribue une masse qu’a l’electron 
et aux bosons intermediaires. Cet angle de melange permet egalement de caracteriser le 
sous groupe U( 1) correspondant a 1’electromagnetisme, partie de la symetrie de jauge 
n’etant pas brisee. 

Par allelement, dans les annees 1960-70, fut elaboree la theorie de la Chromodynamique 
Quantique. C’est une theorie de jauge construite sur le modele de Yang et Mills avec 
un groupe de symetrie interne SU( 3) qui decrit les interactions fortes entre quarks et 
gluons. Cette theorie est dotee de deux proprietes physiques essentielles qui sont la liberte 
asymptotique et le confinement des quarks dans les hadrons. Cette derniere propriety est 
a l’heure actuelle toujours non demontree analytiquement mais elle semble etre verifiee 
par les experiences et lors de simulations numeriques. 

Par la suite, le modele des interactions electro-faible et le modele de la Chromodyna¬ 
mique Quantique furent affines. Jusqu’a la fin du XXeme siecle, une succession de pre¬ 
dictions et decouvertes de nouvelles particules mena a l’elaboration du modele standard 
decrivant l’ensemble des particules elementaires connues a ce jour et les trois interactions 
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fondamentales (interaction electro-faible et forte). Ce modele est une theorie de jauge avec 
groupe de structure £77(2) x 17(1) x £17(3). Toutes les particules de ce modele out ete 
observees ou mises en evidence a l’exception du boson de Higgs qui reste la piece man- 
quante. Le mecanisme de brisure de symetrie de Higgs y apparait comme fondamental et 
est rendu responsable de la masse de toutes les particules elementaires. 

Ce que nous pouvons conclure de cette analyse des theories de jauge est que les lois 
dynamiques de la nature semblent independantes de la jauge choisie, meme si celle-ci est 
locale. Le mot jauge faisant reference a un type de mesures physiques donne. 

Pourquoi la geometrie non commutative? 

D’une certaine maniere, on peut considerer que la geometrie non commutative est 
nee avec la mecanique quantique. En effet, dans sa premiere formulation, qui fut celle 
de Heisenberg, la mecanique quantique apparait sous une forme comparable a la meca¬ 
nique Hamiltonienne ou les coordonnees de l’espace des phases sont remplacees par des 
operateurs qui ne commutent pas entre eux. Dirac lui-meme sembla etre fascine par cette 
idee et suggera la possibility d’interpreter la mecanique quantique dans un formalisme 
geometrique non commutatif. Enfin, les travaux de von Neumann sur la mecanique quan¬ 
tique furent a l’origine du domaine des mathematiques que nous appelons aujourd’hui 
les algebres d’operateurs. La theorie des algebres de von Neumann (terme introcluit par 
Dixmier plus tard) peut d’un certain point de vue etre consideree comme une theorie de 
la mesure non commutative. 

L’idee de remplacer un espace geometrique par une algebre fut concretisee assez tot 
en mathematiques par la geometrie algebrique ou les points correspondent aux ideaux 
maximaux d’algebres de polynomes. Les travaux de Gelfand et Naimark dans les annees 
1940 firent un pas de plus en etablissant un pont entre la topologie et les algebres : 
ils montrerent que les (7*-algebres fournissent une theorie des espaces topologiques non 
commutatifs dans le sens ou la categorie des (7*-algebres commutatives est equivalente a 
la categorie des espaces topologiques. Ce lien permit alors de developper des techniques 
analogues en topologie et en algebre d’operateurs et un certain nombre de notions geo- 
metriques trouverent leurs equivalents algebriques. Par exemple, les fibres vectoriels de 
rang fini au dessus d’un espace topologique correspondent aux modules projectifs de type 
fini sur les (7*-algebres. Cette identification permet alors de formuler la A"-theorie sur les 
espaces topologiques (groupe de Grothendieck forme a partir d’une certaine classe d’equi- 
valence sur les fibres vectoriels) en des termes algebriques et permet ainsi de formuler une 
A"-theorie “topologique” pour les (7*-algebres. En physique, l’idee que les coordonnees de 
l’espace temps puissent ne pas commuter fut emise par Heisenberg en 1930 dans l’idee 
que cela puisse resoudre le probleme des divergences ultraviolettes en theorie quantique 
des champs. Cette idee fut ensuite reprise et concretisee dans un article de Snyder en 
1947. Enfin, le terme de “geometrie non commutative” (GNC) fut introduit par Alain 
Connes dans les annees 1980 comme etant un programme visant a generaliser differents 
concepts empruntes a la geometrie ordinaire en des concepts equivalents pour des algebres 
non commutatives et en particulier les concepts venant de la geometrie differentielle. II 
montra qu’il est possible de generaliser un certain nombre de notions. Ainsi, l’homologie 
de de Rham peut etre remplacee par la cohomologie cyclique; le caractere de Chern vu 
comme un morphisme entre la A'-theorie et la cohomologie de de Rham se generalise en 
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un morphisme entre la K -theorie des C*-algebres et l’homologie cyclique; les theoremes 
d’indice ont egalement leurs equivalents ... La geometrie non commutative represente au- 
jourd’hui un ensemble de techniques sur les algebres d’operateurs permettant de traiter des 
problemes mathematiques tres varies tels les representations de groupes ou encore l’etude 
d’espace, consideres comme pathologiques en geometrie ordinaire (feuilletage, fractales, 
etc...). 

Du point de vue de la physique, la geometrie non commutative constitue un cadre ma- 
thematique dans lequel un certain nombre de concepts physiques peuvent etre exprimes et 
parfois unifies. La remarque effectuee par Dirac sur l’analogie entre commutateur en me- 
canique quantique et crochet de Poisson en mecanique Hamiltonienne peut par exemple 
etre concretisee par l’introduction d’une structure symplectique non commutative. Ainsi, 
il fut montre par Michel Dubois-Violette jDV9nj que le commutateur en mecanique quan¬ 
tique peut se comprendre dans ce cadre comme un crochet de Poisson. En 1985, M. 
Dubois-Violette, Richard Kerner et John Madore montrerent I )\' \ 1 KS9n IDVMK89hl 
IDVKM90bl IDVKM90al IDYMKhi] que les theories de jauge formulees sur l’algebre des 
fonctions a valeurs matricielles possedent de maniere naturelle un mecanisme de brisure 
de symetrie de jauge analogue a celui propose par Higgs. Ils utiliserent pour cela le calcul 
differentiel base sur les derivations GHEE). Ce modele fut ensuite generalise par Robert 
Coquereaux [Coq90Hm555j et A. Connes et J. Lott PC9I] a d’autres types de calculs 
differentiels. En particuliers, il fut montre [HH971. Con96 ] qu’il est possible d’exprimer 
le Lagrangien du modele standard dans un cadre totalement algebrique en utilisant un 
calcul differentiel construit a partir d’un triplet spectral compose d’un operateur de Dirac, 
d’un espace de Hilbert et d’une algebre. Cette approche permet egalement cl’incorporer les 
spineurs et la notion de metrique de maniere naturelle |Con94j et de formuler un principe 
de moindre action | i0097j . Il a egalement ete fait usage des techniques de la geometrie non 
commutative par Jean Bellissard ahn de decrire certains systemes de physique statistique 
tels que les quasi-cristaux ou encore l’effet Hall quantique. Enfin, il fut mis en evidence par 
Dirk Kreimer et Alain Connes que la structure du groupe de renormalisation perturbatif 
peut se comprendre en termes d’algebres de Hopf (generalisation de la notion de groupe 
en geometrie non commutative). 

Je voudrais maintenant donner quelques motivations supplementaires pour l’utilisation 
de la geometrie non commutative en physique. Il est bien connu qu’il est difficile de passer 
de la mecanique quantique a la mecanique classique. Reciproquement, il ne semble pas 
exister de technique pour passer de maniere rigoureuse et canonique d’une theorie classique 
a une theorie quantique; l’exemple en est la theorie de la relativite generale ou bien meme 
la mecanique analytique. La geometrie non commutative fournit un langage dans lequel 
ces deux types de theories peuvent etre formulees. En effet, la geometrie non commutative 
nous apprend que les points de la mecanique classique ou de la geometrie ordinaire peuvent 
etre consideres comme des ideaux d’algebres commutatives. D’autre part, aussi bien pour 
la mecanique quantique d’Heisenberg que pour la theorie quantique des champs, la notion 
d’algebre d’operateurs est essentielle comme cela fut mis en evidence par von Neumann. 
Nous pourrions qualifier le passage de la mecanique classique a la mecanique quantique 
(lere quantification) ou le passage de la theorie classique des champs a la theorie quantique 
des champs (2eme quantification) de transferts de niveau de realite. En effet, dans le 
premier passage, les objets fondamentaux que sont les points sont remplaces par des 
fonctions exprimant des relations entre points. De meme, les relations entre fonctions 































14 


Introduction 


peuvent etre decrites a l’aide d’operateurs comme ceux introduits dans la mecanique 
matricielle d’Heisenberg ou encore ceux de la theorie quantique des champs. Ce type de 
passage consiste done a considerer les relations entre objets en tant qu’objets d’un type 
nouveau et correspond a ce que nous pourrions appeler un transfert de niveau de realite ou 
de niveau de relations. Le fait remarquable est que les differentes structures intervenant 
aussi bien dans les theories classiques que dans les theories quantiques semblent pouvoir 
s’interpreter de maniere naturelle dans un langage commun qu’est celui de la geometrie 
non commutative et nous pouvons esperer que le fait d’avoir un cadre commun pour 
decrire ces objets puisse permettre un jour de mieux comprendre les liens qui peuvent 
exister entre eux. 

Je me suis interesse dans cette these a la formulation des theories de jauge en tant 
que theories classiques des champs dans un langage algebrique. Ainsi, nous verrons que 
les fibres principaux, habituellement utilises pour decrire les theories de Yang-Mills, 
peuvent etre remplaces par des algebres d’endomorphismes. Ce type d’algebres gene¬ 
ralise de maniere directe les algebres de fonctions a valeurs matricielles introduces par 
Dubois-Violette, Kerner et Madore. De maniere generate, une algebre d’endomorphismes 
sera consideree comme etant l’algebre des sections du fibre des endomorphismes associe 
a un fibre vectoriel. L’etude de ces algebres s’avere etre interessante du point de vue de 
la geometrie non commutative dans le sens ou un certain nombre de notions utilisees en 
geometrie differentielle dans le cadre des fibres principaux peuvent etre traduites dans 
un langage algebrique. Du point de vue de la physique, le groupe de jauge 4 semble jouer 
un role plus fondamental que le groupe de structure 5 du fait que e’est son action qui 
genere les couplages minimaux entre champs de jauge et champs de matiere. Ainsi, l’in- 
variance d’une theorie vis a vis du groupe de jauge peut etre associee au caractere local 
des interactions et est reliee a des lois de conservation locales. Le groupe de jauge in- 
tervient egalement de maniere essentielle en theorie quantique des champs (algebres de 
courants, symetrie B.R.S.T., etc ...). Ainsi, nous pouvons considerer ce groupe comme 
etant le “vrai” groupe de symetrie. Je voudrais montrer que de ce point de vue, il semble 
plus naturel d’utiliser des algebres d’endomorphismes pour modeliser les theories de jauge 
plutot que des fibres principaux. Afin d’illustrer ce propos, nous pouvons faire une breve 
description de quelques notions pouvant etre introduites dans ces deux cadres : 

- Un fibre principal est generalement construit a partir d’un groupe de structure G. 
Le groupe de jauge apparait alors comme le groupe des automorphismes verticaux 
de ce fibre. L’algebre de Lie du groupe de jauge correspond aux champs de vecteurs 
verticaux. Grace aux connexions sur ce fibre, on peut alors construire un morphisme 
qui associe a tout polynome invariant sur g, l’algebre de Lie de G, une classe carac- 
teristique qui est un element de la cohomologie de de Rham de la variete de base. 
Ce morphisme est appele le morphisme de Chern-Weil. 

- Pour une algebre d’endomorphismes A, le groupe de jauge correspond au groupe 
des automorphismes interieurs de l’algebre et est done decrit directement par les 
elements de l’algebre. L’algebre de Lie du groupe de jauge correspond aux deriva¬ 
tions interieures de l’algebre A. Le morphisme de Chern-Weil peut se construire 
directement en considerant les elements invariants d’un certain module sur l’algebre 


4 groupe des transformations locales de symetrie. 

5 groupe des transformations “rigides” de symetrie que nous avons appele groupe de symetrie interne 
jusqu’a present. C’est en general un groupe de Lie compact de dimension finie. 
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de Lie des derivations de A. 

On voit ainsi que l’algebre des endomorphismes donne une description plus directe des 
objets qui nous interessent en physique. Un des buts de cette these est de montrer com¬ 
ment peut s’effectuer ce changement de point de vue entre fibres principaux et algebres 
d 5 endomorphismes. 

On verra egalement que le fait de formuler les theories de jauge dans le cadre des 
algebres d’endomorphismes permet de considerer des generalisations des theories de jauge 
usuelles et d’explorer de nouveaux mecanismes de brisure de symetrie. 


Pourquoi la theorie de Born-lnfeld? 

Dans la derniere partie de cette these, je decrirai certaines theories des champs non 
lineaires generalisant la theorie de Born-lnfeld a des champs de jauge non abeliens posse- 
dant ou ne possedant pas de mecanisme de brisure de symetrie. 

Ces generalisations sont principalement motivees par les theories de cordes. Cette 
theorie est une theorie conforme bidimensionnelle dont les champs sont les coordonnees 
de plongement de la feuille d’univers (bidimensionnelle) d’objets etendus appeles cordes. 
Le groupe de Poincare devient alors le groupe de symetrie interne des coordonnees de 
plongement. L’invariance de jauge, c’est a dire l’invariance sous diffeomorphismes de ces 
coordonnees, est retrouvee au niveau des theories effectives de cordes. Ceci rend alors 
possible de decrire d’une certaine fagon la gravitation dans un formalisme quantique co¬ 
herent. Les symetries de jauge, telles que nous les avoirs decrites auparavant, semblent 
emerger d’une toute autre maniere. En effet, cette theorie possede des solutions de type 
solitons associees aux modes de masse nulle de la theorie. Ces solutions peuvent etre de¬ 
crites par des objets etendus, appeles D-branes, correspondant a des conditions au bord 
de type Dirichlet imposees aux cordes. Les champs de jauge, tels que nous les connais- 
sons, apparaissent alors comme decrivant les fluctuations quantiques de ces solutions. Ils 
peuvent etre relies par T-dualite aux coordonnees transverses de ces D-branes. Sous cer¬ 
taines approximations, la dynamique de ces objets peut etre decrite par un element de 
volume generalise correspondant a Taction de Born-lnfeld introduite dans les annees 1920 
pour Telectromagnetisme couple a la gravitation 6 . Ces solutions possedent des proprietes 
particulieres (solutions BPS super-symetriques, etc) et il est ainsi possible de considerer 
des configurations ou N D-branes se superposent. La dynamique de ces configurations est 
alors decrite par des champs de jauge non abeliens associes au groupe de structure U(N), 
le facteur N correspondant aux facteurs de Chan-Paton associes a chaque extremite des 
cordes. Une des questions ouvertes en theorie des cordes est de savoir quel type d’action 
effective pour ces champs de jauge non abeliens vient remplacer Taction de Born-lnfeld. 
II est propose dans cette these certaines generalisations de Taction de Born-lnfeld pour 
des champs de jauge non abeliens consideres comme decrivant une connexion non com¬ 
mutative sur un module fibre de rang 1. Une telle generalisation semble naturelle dans le 
cadre de la geometrie non commutative des fonctions a valeurs matricielle dans laquelle 
Taction de “Maxwell” non commutative pour une connexion non commutative particuliere 
correspond a Taction de Yang-Mills. 

II est interessant de noter qu’un certain type de geometrie non commutative emerge 


6 Un rappel sur l’histoire de la theorie de Born-lnfeld sera fait dans le chapitreO 
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de maniere naturelle eii theorie des cordes. Cette non commutativite se manifeste par la 
presence d’un champ de fond qui est une 2-forme, souvent notee B , et vient s’ajouter a 
la metrique dans Taction de Born-Infeld. La correspondance decouverte par Seiberg et 
Witten [ SW99j etablit que la dynamique des ZJ-branes dans un tel champ de fond peut 
etre decrite a l’aide cl’une theorie des champs non commutative de type Moyal, ou la 
2-forme B exprime la non commutativite des coordonnees d’une ZJ-brane. 

II n’est pas dans le but de cette these d’etudier ce type de geometrie non commutative, 
mais Ton peut cependant noter que les techniques developpees pour les algebres d’endo- 
morphismes pourraient etre utiles dans le contexte de la theorie des cordes. En effet, il fut 
reconnut [ MM97 . IWit981 IBMOD] que la charge d’ une ZJ-brane, associee a la 2-forme B, 
correspond a un certain element de K-theorie “twistee”. Cet invariant correspond en fait 
a une classe de Dixmier-Douady qui est une classe de cohomologie de de Rham de degre 
3 (construite ici a partir de la 2-forme B) et qui fut introduite par Dixmier et Douady 
en 1963 |DD63] ahn de classifier les champs continus de C*-algebres. Ce type d’algebres 
generalised dans certaines situations les algebres d’endomorphismes qui seront etudiees 
dans cette these. 


Plan de la these et description des chapitres 

Dans la premiere partie de cette these, je fais la description de certaines methodes 
generates de la geometrie non commutative. J’ai redige ce chapitre dans l’idee de faire 
un expose pedagogique sur des techniques de base que sont l’homologie de Hochschild et 
l’homologie cyclique. J’ai egalement voulu faire une synthese des differents points de vue 
adoptes dans la litterature sur la notion de calcul differentiel universel. Enfin, je presente 
le calcul differentiel base sur les derivations qui nous sera utile pour la formulation des 
theories de jauge en geometrie non commutative. 

Dans la deuxieme partie, je montre comment le concept de connexion utilise en geome¬ 
trie ordinaire peut etre generalise a des structures non commutatives. Je fais egalement une 
presentation des algebres d’endomorphismes introduites dans |DVM98 j et tente d’eclaircir 
leurs liens avec les fibres principaux. Cet expose reflete une partie de mes travaux effectues 
dans |MS041| . A la fin de ce chapitre, je presente un travail encore non publie, susceptible 
de developpements ulterieurs, sur la maniere de construire le morphisme de Chern-Weil a 
partir d’une algebre d’endomorphismes. Cette construction repose sur l’adaptation d’une 
methode developpee par Lecomte |Lec85| dans le cadre des algebres de Lie. Cette construc¬ 
tion permet de jeter un nouveau regard sur les classes caracteristiques. 

La partie 3 correspond aux travaux que j’ai effectues dans |MS04j et traite des re¬ 
ductions de fibres principaux et d’algebres d’endomorphismes. II est fait une synthese des 
differents travaux connus traitant de reductions sur les fibres principaux et de la caracte- 
risation des connexions orclinaires invariantes. II est ensuite montre comment ces resultats 
peuvent etre generalises dans le cadre des algebres d’endomorphismes pour caracteriser 
les connexions non commutatives invariantes sous Taction d’un groupe de Lie compact. 
En particulier, cela illustrera le fait que des resultats obtenus sur les fibres principaux 
peuvent s’exprimer en terme d’algebres d’endomorphismes et que Futilisation d’opera- 
tions algebriques (par exemple la derivee de Lie par rapport a une derivation interieure) 
simplihe certaines considerations. II est developpe deux exemples, dont un qui permet de 
generaliser l’ansatz de Witten utilise dans les theories de Yang-Mills pour caracteriser les 
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connexions SU (2) a symetrie spherique. 

Dans la quatrieme partie, je presente des modeles de theories cle jauge pouvant etre 
construits dans le cadre des algebres d’endomorphismes. Dans un premier temps, je fais 
un rappel sur les modeles construits avec des algebres d’endomorphismes correspondant a 
la situation des fibres triviaux. Cela correspond essentiellement a la description du modele 
de Dubois-Violette, Kernel - , Madore [ DVKM90a ,J et ses raffinements exposes dans (PV99] . 
Cela nous permettra de mettre en evidence le mecanisme de brisure de symetrie present 
dans ce type de theories. Dans un second temps, je presente des travaux originaux non en¬ 
core publies. Je montre comment le concept de structure Riemannienne peut etre introduit 
sur l’algebre des endomorphismes et j’essaie de clarifier la definition donnee dans [T Ma,s99| . 
Cela permet egalement d’approfondir, dans le cas particulier des algebres d’endomor¬ 
phismes, la notion de structure Riemannienne introduite dans DVM9fi c|. Je fais ensuite 
une presentation originate des theories de Kaluza-Klein ou il est fait usage de l’algebre des 
endomorphismes plutot que du fibre principal habituellement utilise. Enfin, je construit 
Faction de “Maxwell” non commutative generalisant le modele de Dubois-Violette, Kerner, 
Madore pour des algebres non triviales. II est montre comment le mecanisme de brisure 
de symetrie est modifie dans ce cas. 

Dans la cinquieme partie, il est fait une synthese de travaux originaux publies [SMK0.9 
ISMT\f)4| durant la these ainsi qu’un rappel historique sur la theorie de Born-Infeld. Il 
est propose une generalisation de Faction de Born-Infeld pour des champs de jauge non 
abeliens ainsi qu’une comparaison avec d’autres generalisations possibles. Cette action 
est ensuite etendue aux connexions non commutatives introduces dans le chapitre 2. 
Enfin, il est fait une etude numerique de solutions, tout d’abord dans le cas de Faction de 
Born-Infeld pour des champs de jauge non abeliens avec groupe SU(2), permettant ainsi 
d’obtenir des solutions du meme type que cedes obtenues par Bartnik et McKinnon [ BM88 j 
en relativite generale (solutions du type sphaleron utilisees pour decrire certains types de 
trous noirs), puis dans le cas de connexions non commutatives lie comportant qu’une 
partie de type champ scalaire. Enfin, je presente une etude sur le couplage d’un champ 
scalaire a une metrique de Friedmann-Robertson-Walker en relativite generale. 
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Chapitre 1 

Geometrie non commutative 


Pour pouvoir formuler les theories de jauge dans un cadre algebrique, il est necessaire 
de faire quelques rappels sur les principaux outils utilises en geometrie non commutative. 
Ainsi, le but de ce chapitre est de clarifier la notion de calcul difierentiel sur une algebre. 

Tout d’abord, differentes notions de calcul difierentiel universel seront donnees. Nous 
montrerons, ensuite, comment ces notions interviennent en (co)homologie de Hochschild et 
en (co)homologie cyclique qui sont des outils essentiels de la geometrie non commutative. 
Enfin, nous aborderons le calcul difierentiel base sur les derivations. 


1.1 Algebres d’operateurs 

Nous allons donner quelques definitions de base sur les differents types d’algebres que 
nous utiliserons par la suite et enoncer le theoreme de Gelfand-Naimark qui fait le pont 
entre topologie et algebre. Ce theoreme etablit une equivalence entre la categorie des 
espaces topologiques et la categorie des C^-algebres commutatives. Cette correspondance 
est essentielle pour comprendre comment differentes notions de geometrie peuvent etre 
traduites en des notions algebriques equivalentes puis etre generalisees a des algebres non 
commutatives. L’ensemble des methodes algebriques ainsi obtenues contribue a former ce 
qu’on appelle communement la geometrie non commutative. 

1.1.1 C *-Algebres 

Definition 1 . 1 . 1 . Une C*-algebre est une algebre de Banach involutive A telle que pour 
tout a,b E A, on ait : 


II oh ||<|| a HI) b || (1.1) 

II o*a || = || a || 2 . (1.2) 

Theoreme 1.1.1 (Gelfand-Neimark). Toute C*-algebre avec unite est isomorphe a 
une algebre de fonctions C(X), ou X est un espace de Hausdorff compact. 

Cet isomorphisme se construit de la maniere suivante : soit A une C*-algebre com¬ 
mutative. Alors, X = A (A), l’espace des caracteres de A (l’ensemble des homomor- 
phismes de A vers C) est un espace de Hausdorff localement compact. L’application 
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A — * C(X) : a i—> [a : u h-» u;(a)], appelee transformation de Gelfand et definie de ma- 
niere plus generale pour les algebres de Banach, est un isomorphisme lorsque A est une 
C*-algebre. 

Ce theoreme peut s’etendre aux algebres sans unite et nous pouvons l’enoncer de la 
maniere suivante : 

Theoreme 1.1.2 (Gelfand-Neimark II). La categorie dont les objets sont les C*- 
algebres commutatives et les morphismes les * - homomorphismes est duale de la categorie 
dont les objets sont les espaces de Hausdorff localement compacts et les morphismes les 
applications continues propres. 

1.1.2 Algebres topologiques localement convexes 

Nous avons vu que la categorie des C*-algebres est a la geometrie non commutative ce 
qu’est la topologie a la geometrie ordinaire. De meme, les algebres localement convexes 
generalised les C*-algebres et semblent etre les objets naturels a etudier dans ce que l’on 
pourrait appeler la “geometrie differentielle non commutative”. En particulier, la catego¬ 
rie des algebres localement convexes contient les algebres de Frechet obtenues du calcul 
differentiel sur les varietes (par exemple, F algebre des fonctions C°° sur une variete). 
Elle contient egalement des algebres definies de maniere purement algebrique comme par 
exemple les algebres ayant une base denombrable. Beaucoup d’exemples d’algebres non 
commutatives associees a des structures differentiables sont egalement dans cette catego¬ 
rie, comme les algebres d’operateurs (pseudo-)differentiels, les algebres construites a partir 
de formes differentielles, les deformations d’algebres de fonctions differentiables, etc ... 

Les outils developpes dans ce cadre sont essentiellement la K-theorie topologique et 
sa version bivariante qui a ete developpee pour les C* -algebres par Kasparov |Ka,s801 
KasS-'f et pour les algebres topologiques localement convexes par Cuntz I ( S' I ()()| . ainsi 
que Fhomologie cyclique qui fut decouverte par Connes [Con Ml- Comme nous le verrons 
dans la section suivante, Fhomologie cyclique peut etre definie dans un cadre purement 
algebrique. Ces outils permettent de generaliser des constructions obtenues en geometrie 
ordinaire telles que les theoremes de l’index ou encore la notion de caractere de Chern. 

Les algebres que nous allons rencontrer par la suite seront essentiellement des algebres 
topologiques localement convexes pouvant etre obtenues a partir d’algebres des fonctions 
C°° sur une variete. Ces algebres sont obtenues a l’aide de families de seminormes et en 
void une definition : 

Definition 1.1.2. Une algebre localement convexe est une algebre A sur C equipee d’une 
topologie localement convexe pour laquelle la multiplication est continue. De fait, la to¬ 
pologie sur A est definie par une famille V de seminormes, telle que pour tout p 6 V, il 
existe q G V tel que : 


p(xy) < q(x)q(y) Wx,y e A . (1.3) 

Nous allons maintenant passer a l’etude des algebres associatives. Nous ne supposerons 
pas que les algebres sont munies d’une norme ou d’une topologie, bien que cela soit le cas 
dans la plupart des situations pratiques que nous allons rencontrer. Les techniques que 
nous allons developper peuvent s’adapter dans la plupart des cas aux C*-algebres et aux 
algebres topologiques localement convexes. 
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1.2 Calculs differentials 

1.2.1 Calcul differentiel universel 

Definition 1.2.1. Une algebre differentielle graduee (4*,<5) est une algebre graduee, 
A* = ©„> 0 A n munie d’un produit : 


A n x A m -> A n+m 

(a, b) i—i ab 


(1.4) 


et d’un morphisme 5 : 4 n —> 4 n+1 de degre +1 satisfaisant la regie de Leibnitz graduee : 

5{ab) = ( 5a)b + (-l) n a(<56) Va e 4 n , b e A m (1.5) 


et satisfaisant 5 2 = 0. 

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguite, nous noterons A ou A* au lieu de (.4*, S). En parti- 
culier, A 0 est une algebre et nous appellerons parfois (4*, 5) un calcul differentiel sur 4° 
ou tout simplement un calcul differentiel lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguite sur l’algebre 

4°. 

Soit A une algebre associative sur un corps k (on prendra C dans la plupart des cas). 
Nous pouvons associer a cette algebre un calcul differentiel universel (0(4), d) defini 
par la propriety universelle suivante : 

Proposition 1.2.1. Tout morphisme ip : A —*■ C° de A dans une algebre differentielle 
graduee (C*,S) s’etend en un unique morphisme d’algebres differentielles graduees i\) : 

(0(4),d) ^(C,5). 

L’existence de l’algebre differentielle graduee 0(4) se montre facilement en donnant 
une construction explicite. Nous pouvons par exemple considerer l’algebre differentielle 
graduee libre 1 generee par les symboles a G 0° = 4. On peut verifier qu’elle est solution 
au probleme universel I I .2.11 et est done isomorphe a 0(4). En effet, les espaces 0 n (4) 
sont done generes par les combinaisons lineaires d’elements de la forme x 0 dxi... dx n et 
dx i... dx n . avec Xi e 4. Alors pour tout morphisme ^ : 4 —► C° de 4 dans une algebre 
differentielle graduee (C,5), on definit le morphisme ip de (0(4), d) dans (C,d) par : 

2 p(a 0 dai ...da n + db 1 ... db n ) = ip(a 0 )6(ip(a 1 )).. ,6(ip(a n )) + S(tp(b i))... S(ip(b n )) (1.6) 


pour a*, bi G 4. 

Nous pouvons egalement donner une construction explicite de cette algebre differen¬ 
tielle graduee a partir de 4. Pour cela, considerons le complexe defini par : 


0 n (4) 


4 pour n = 0 

A ® 4®” ~ 4 n+1 © A n pour n > 1 


(1.7) 


ou 4 = 4®/c est l’extension de 4 par k. Ainsi, on a 4®4® n ~ A n+1 ©(fc®A n ) ~ 4 n+1 ®4 n 
et 0(4) = ®^ =0 (4 n+1 © A n ). 

1 c’est-a-dire n’ayant d’autres relations constitutives que celles d’une algebre differentielle graduee. 
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Afin d’obtenir une algebre differentielle graduee, on definit une structure de A-bi- 
module, un produit et une differentielle. La differentielle d : O n (A) —> O n+1 (A) est donnee 
par : 

{ da = 1 0 a n = 0 ^ 

d((a 0 + A 0 1) 0 ai 0 • • • (8) a n ) = 1 0 a 0 0 • • • (8) a n n > 1 

Ainsi, par construction, on obtient d 2 = 0. La structure de A-module a gauche est donnee 
par L action : 


a(a 0 0 ai 0 ■ • • 0 a n ) = (ado) 0 cp 0 • • ■ 0 a n . 


(1.9) 


La structure de A-module a droite est donnee par Taction : 

n 

(a 0 0 a\ 0 ■ ■ ■ 0 a n )a = ^(— l) n_ *do 0 a\ 0 ■ • • 0 a;a i+ 1 0 • • ■ 0 a , (1.10) 

i=0 


ou on pose a n+ i = a. On verifie que Ton a bien (ua)b = u(ab) pour tout u G O n (A) et 
a,b G A. On voit que cette action a droite sert a reproduire la regie de Leibnitz graduee et 
que les differents termes de la somme dans (tump correspondent a diverses “integrations” 
par partie. Cette action a droite s’etend en une action unitaire de A et nous permet de 
definir le produit : 


O n (A) x fl m (A) -»■ O m+n (A) 

(u, do 0 ai 0 • • • 0 a m ) h->• Lua 0 0 a\ 0 • • • 0 a m 


( 1 . 11 ) 


Ce produit est associatif et verifie la regie de Leibnitz graduee d(ua) = du■ a + (—l) n uj■ da, 
pour tout oj G f2 n (A) et a G A. Ainsi, on a : 


dodai... da n = ao 0 a\ ■ ■ ■ 0 a n , (1.12) 

ce qui montre que f2(A) est generee par A en taut qu’algebre differentielle graduee. 

On doit maintenant verifier la propriete universelle 11.2.11 
Prenons un morphisme ^ : A —> C° de A dans une algebre differentielle graduee (C*,S), 
on definit alors le morphisme ^ de (0(A), d) dans (C,<5) par : 

ip (dodai ... da n ) = 'ip(a 0 )d(ip(a 1 ))... 5(ip(a n )) + A 0 5(^(ai)) • • • 5(ip(a n )) , (1.13) 


pour at G A,do G A et do = ao 0 Ao- Ainsi, Talgebre differentielle graduee que nous ve- 
nons de definir est isomorphe a 0(A). L’isomorphisme avec Talgebre differentielle graduee 
libre engendree par A est donne, au niveau des espaces vectoriels, par : a 0 dai... da n 0 
da\... da n = do 0 a\ ■ ■ ■ ® a n G 0"(A), ou do = ao © 1. 

Cette definition de 0(A) fournit une representation du calcul universel utile dans 
certains contextes, comme pour les calculs de Thomologie de Hochschild et de Thomologie 
cyclique. 


Version categorielle 

Afin de pouvoir etablir une notion de calcul differentiel universel pour d’autres types 
d’algebres, il est utile et interessant de formuler la propriete universelle de 0(A) dans le 
langage des categories. 
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On considere la categorie des algebres differentielles graduees ayant pour objets les 
algebres differentielles graduees et pour heclies les morphismes d’algebres differentielles 
graduees. Notons O le foncteur d’oubli qui a toute algebre differentielle graduee (C*,S) 
associe l’algebre C° en degre 0. Alors, dans la terminologie de Mac Lane , a toute 

algebre A, on peut associer une fleche universelle (D(A), w(A)) de A vers O, que Lon 
appellera calcul differentiel universel. Le couple (D(A), u(A)), ou 0(A) est une algebre 
differentielle graduee et u(A) : A —> D°(A) = 0(Q(A)), est une fleche universelle de A 
vers O, c’est-a-dire que pour tout couple (C, p) avec C une algebre differentielle graduee 
et p un morphisme d’algebre de A dans C° = 0(C), il existe un unique morphisme 
d’algebres differentielles graduees p : 0(A) —> C tel que O(p) o u(A) = p. En d’autres 
termes, toute fleche de A vers O se factorise de maniere unique par la fleche u(A) comme 
dans le diagramme commutatif suivant : 


0(A) a o°(A) . (1.14) 

i / 

ip p ' 

v \ + °p 

C O 0 

Une maniere de voir que la fleche (0(A), u(A)) est unique a isomorphisme est de la 
considerer comme un objet initial dans la categorie comma 2 (A J, O). 

Remarque. Dans notre situation, u(A) est la fleche identite. 

Cette caracterisation nous permet de dehnir, de maniere plus generale, la notion de 
calcul differentiel universel associe a une categorie d’algebres differentielles graduees et un 
foncteur d’oubli vers une categorie d’algebres. La definition d’un calcul differentiel univer¬ 
sel reste alors formellement inchangee a la definition precedente mais nous devons prendre 
garde au fait que les morphismes et les objets satisfont des proprietes supplementaires. Par 
exemple, on peut faire une telle construction pour les algebres differentielles graduees avec 
unite, ou bien commutatives avec unite, ou encore centrales ... Nous verrons plusieurs 
exemples dans les chapitres suivants. Pour les algebres differentielles graduees commuta¬ 
tives avec unite, on peut montrer que l’on obtient ainsi le calcul differentiel de Kahler 
(version algebrique du calcul de de Rham). Le cas des algebres differentielles graduees 
avec unite est etudie dans la section suivante et celui des algebres differentielles graduees 
centrales dans la section E3 

Remarque. La propriety universelle de f2(A) fait de D un foncteur adjoint a droite au 
foncteur d’oubli O. Bien que Ton puisse dehnir la notion de calcul differentiel universel 
dans bien des situations, il faut s’assurer a chaque fois de l’existence de ce foncteur. Dans 
la plupart des cas, pour une algebre A dans une certaine categorie d’algebres, il sufhra de 
considerer pour D(A) l’algebre differentielle graduee libre generee par A dans la categorie 
d’algebre differentielle graduee correspondante. 


2 La categorie comma (A f O) est la categorie des objets “D-sous” A, i.e. des couples (/, C) avec 
C une algebre differentielle graduee et / un morphisme d’algebre / : A — > OC = C°. Les fleclies 
h : ( f,C) — > (f',C') sont donnees par les morphismes d’algebres differentielles graduees pour lesquels 
/' = Oh o /. Je renvoie le lecteur a IML71 pour une approche plus systematique des categories. 
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1.2.2 Calcul differentiel universel avec unite 


Lorsque A possede line unite, il est naturel de considerer la categorie des algebres 
differentielles graduees avec unite dont les morphismes sont les morphismes d’algebres 
differentielles preservant l’unite. En particulier, pour une algebre differentielle graduee 
(C, 6) avec unite, <51 = 0. Ainsi, on a un foncteur d’oubli O qui va de la categorie des 
algebres differentielles graduees avec unite dans la categorie des algebres associatives avec 
unite. Le calcul differentiel universel avec unite est defini comme etant la fleche universelle 
de A vers O. 

On construit O u (A) en considerant F algebre differentielle graduee avec unite libre 
generee par les symboles a G 0° = A. En tant que complexe de A-modules a gauche, 
O u (A) est isomorphe au complexe gradue 0 n>o A 0 A® 71 , c’est-a-dire : 


O n (A) ~ 



pour n = 0 
A® n pour n > 1 


(1.15) 


ou A = A/k. L’isomorphisme est donne par a^dai... da n i—► ao 0 ai • • ■ 0 a n . La propriety 
universelle est verifiee immediatement de maniere analogue a celle de 0(A). 

Contrairement a la situation precedente, il existe une representation de O u (A) dans 
l’algebre tensorielle sur k (le corps de base de l’algebre A), TA. En effet, l’application 


j :A® A —> A® A 
x®y i—► x{l 0 y — y 0 1) 


(1.16) 


a pour noyau A 0 kl et est done factorisee par la projection 7 t:A 0A—> A0A comme 
dans le diagramme commutatif suivant : 


A0A-AA0A . 

- (1.17) 

' ' / 1 

A 0 A 

Le produit dans l’algebre, fx : A 0 A —>• A, a un noyau genere par les elements de la forme 
1 0 a — a 0 1 et on a done la suite exacte : 


0 -- fti(A) ~ A0 A —U A0A -2U a --0. (1.18) 


Ainsi, on a l’identification, O^(A) ~ Im i ~ Ker/i, et comme O u (A) est generee par A, on 
a 0™(A) ~ 0„(A) 0^ • • • 0^4 Ojj(A) C T n A et le calcul differentiel universel O u (A) est un 
sous-complexe du complexe gradue TA. Ce complexe est etudie en detail dans |Ma,s95| . 
Remarque. Nous savons qu’a toute algebre A nous pouvons associer l’algebre A = A(Bk 
avec unite. On pourrait done dire qu’il est toujours possible de se ramener au calcul 
differentiel universel avec unite. En effet, le complexe O u (A) coincide avec 0(A) en degre 
n > 1 , mais en degre 0, nous avons 0°(A) = A, tandis que O u (A) = A. De ce fait, 0(A) 
est appelee complexe reduit de O u (A). Selon le contexte, 011 aura plutot interet a travailler 
avec Fun ou l’autre de ces calculs differentiels. 

Par exemple, dans le cadre de Fhomologie cyclique, il est plus facile de travailler avec 
Falgebre differentielle graduee 0(A) ( c.f. section IT .3. 31) . 
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D’autre part, on voit que f2 u (H) admet une representation comme sous algebre de 
l’algebre tensorielle T(A) du fait qu’elle a une unite et que dans cette representation, la 
structure de bimodule est plus simple. Cette representation a egalement d’autres avantages 
dans certains cas, comme nous le verrons plus loin. 

Remarque. L’algebre f\(H) etant generee par A, elle est necessairement un quotient de 
f2(H). On peut exhiber ce quotient dans la suite exacte courte suivante : 

0-*- M* --D(H)--D U (H)--0, (1.19) 

ou M* est l’ideal engendre par les elements de la forme a 0 dai... dl... da n , da\... dl... da n 
et ldai... da n — da\... da n . 


1.3 Homologies et cohomologies 


1.3.1 Homologie de Hochschild 


L’liomologie de Hochschild est definie de maniere generate pour des algebres associa- 
tives avec unite et un bimodule sur cette algebre. Dans certains cas, nous expliquerons 
comment passer aux algebres sans unite en se servant des proprietes fonctorielles de l’ho- 
mologie de Hochschild. 

L’homologie de Hochschild est caracterisee par une collection de bifoncteurs notes H n 
qui a toute algebre A avec unite et tout H-bimodule M associent des groupes abeliens 
H n (A,M). Du point de vue de l’algebre homologique [Ver03j . H est tout simplement 
defini par H n (A, M ) = Tor^ e (H, M), ou A e = A 0 A op est l’algebre enveloppante et A op 
est l’algebre opposee 3 de A. Le foncteur Tor est le foncteur derive du foncteur produit 
tensoriel (• ® ■). Je renvoie a l’appendice|B]pour plus de details sur la construction de ce 
foncteur. Ce point de vue, bien que formel, permet dans certains cas de calculer l’homologie 
de Hochschild grace a des resolutions projectives (voir appendice[B|) de modules et fournit 
done une methode de calcul efficace. 

Nous allons tout d’abord donner une construction heuristique de l’homologie de Hoch¬ 
schild, correspondant a la construction historique, puis nous verrons qu’elle correspond 
bien a la definition precedente. 

Ensuite, nous etudierons un cas particulier qui est celui ou le bimodule M est l’algebre 
A elle-meme. Ce point de vue est interessant car il permet d’etablir des liens avec les 
calculs differentiels universels introduits dans la section precedente et fournit une approche 
naturelle a l’homologie cyclique. 

Definition 1.3.1. Soit A une algebre avec unite et M un H-bimodule. L’homologie de 
Hochschild est l’homologie du complexe : 

C.(A,M ):- A® n —^- h -^ M ® A — b —*~ M . (1.20) 


On a C.(A,M) = ®C n (A,M), 

n=0 

C n (A, M) = 

3t i 


avec 


M pour n = 0 

M ® A® n pour n > 1 


( 1 . 21 ) 


L’algebre opposee de A est l’algebre generee par les elements de A avec le produit oppose (a, b) i—> ba. 
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L’operateur b : C n (A, M ) —> C n -\(A, M ), appele operateur de Hochschild, est defini de la 
maniere suivante : 


b(m 0 ai 0 • • ■ 0 a n ) 


n —1 

max 0 • • • 0 a n + 1 ) J m 0 ai 0 ■ ■ • 0 djOj+i 0 ■ • • 0 a n 

3 = 1 


+ (-l) n a n m 0 ai 0 • • ■ 0 a n _i . (1.22) 


Afin de voir que Ton a bien b 2 


bi'.C n 


C n -\ 


0, il est utile d’introduire les operateurs de face 


{ mai 0 ■ • • 0 a n pour i — 0 

m 0 a\ 0 ■ ■ ■ 0 djCij+i 0 ■ ■ • 0 a n pour 0 < i < n . (1.23) 

a n m 0 ai 0 ■ • • 0 a n _i pour i = n 

Ainsi, 6 = ( —e t on verifie aisement que pour .7 < i, bjbi = b^b. j. On a done : 


i» 2 = (b-d 1 *) 

= v (-1)^6^,+ v (-i y^bjb, 

= y (-i y + %- 1 b j + y. (~ i y +ib i’» 

0<j<i—l<n—l 0<i<j<n—l 

= o. 


(1.24) 


Remarque. Le fait de pouvoir decomposer l’operateur de bord b en la somme d’opera- 
teurs de face, fait de C . un complexe presimplicial ( c.f. |Lod92| ). 


Interpretation en terme du foncteur Tor 

Nous allons voir que l’liomologie que Ton vient de definir est bien Tor^ (A, M) (voir 
appendiceElpour la definition du foncteur Tor). On introduit tout d’abord une resolution 
projective de A en tant que A e -module. Prenons pour cela le complexe suivant : 

C b , ar (A) :- A ®n+i A ®n -^d0fi (1.25) 

que Ton appelle souvent complexe Bar. 

Si on considere A e comme un A-bimodule alors C^ ar (A) ~ C.(A, A e ) et L operation b' 
sur C, ar (A ) est definie a partir de L operateur de Hochschild b sur C.(A, A e ). On a done 
automatiquement b' 2 = 0. On identifie C n (A, A e ) et C^ ar (A) de la maniere suivante : 

A 6 g A ®n _^ A ®n+ 2 

(a 0 b op ) 0 ai 0 • • ■ 0 a n i—> b 0 a\ 0 ■ • • 0 a n 0 a . 

Les espaces C n (A, A e ) = A e 0 A 0n sont munis de la structure de A e -module a droite 
par le produit : (a e 0 ai 0 • • • 0 a n )b e = a e b e 0 a\ 0 • • • 0 a n . On montre |Lod92) que ce 
sont de plus des modules projectifs. 
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L’operateur b' s’exprime en fonction des operateurs de face bi de la maniere suivante : 

n 

b' : A ® n+2 ^ A® n+1 , b' = ^(-1)^ (1.27) 

i =0 

et se prolonge de maniere naturelle en F application produit n = b' : A ® A — > A. Cette 
application definit ainsi une augmentation du complexe C, ar (A). 

Alin de voir que Ton a bien une resolution de A en tant que A e -module, on doit verifier 
que l’liomologie de C^ ar —A est nulle. On introduit pour cela Fhomotopie : 

s :A® n+1 -> A® n+2 , s(a o 0 ■■■0a n ) = 1 0 a 0 0 ■ ■ ■ 0 a n (1.28) 

qui verifie biS = sb^i pour 1 < i < n et b 0 s = id. Ainsi, pour tout n > 0, on a : 


n+1 n 

b's + sb' = ^(-1 ) l biS + y^(-l ) l sbj 
2—0 2—0 

n +l n (1.29) 

= id + 'y ^ (—1 ) l sbj_\ + y ^ (—1 ) l sbj 

2 — 1 2—0 

= id . 

Ainsi, les applications id et 0 sont homotopes et Fhomologie du complexe est nulle, ce qui 
montre que C^ ar — A est bien une resolution projective de A en tant que A e -module. 

Maintenant, prenons un A-bimodule M. C’est un A e -module a gauche et le complexe 
nous permettant de calculer Tor^ (A, M) est donne en degre n par A® n+2 0 ^ M ~ (A e 0 
A® n ) 0)^4 e M ~ M 0d® n . Pour les applications de bord correspondantes, on a les relations 
suivantes : fe'01 ~ 601 ~ b, ce qui montre 4 immediatement que H(A, M ) ~ Tor^ e (A, M). 

Homologie de Hochschild a valeurs dans I’algebre 

L’homologie de Hochschild a ete definie pour une algebre avec unite et un bimodule 
M sur cette algebre. Une situation particulierement interessante est celle ou le bimodule 
est Falgebre elle-meme, c’est-a-dire M = A. Dans ce cas, on note H(A,A ) = HH(A). 
On verifie que HH n (A) est un foncteur de la categorie des algebres sur k associatives 
avec unite vers la categorie des /c-modules, respectant le produit, i.e. HH n (A x A 1 ) = 
HH n (A) x HH n (A'). Sa definition peut ainsi etre etendue aux algebres sur k quelconques 
en posant : 


HH n (A ) = Coker (H(k) -»• H(A)) . (1.30) 

On montre [ Lod92lj que Fhomologie de Hochschild HH(A ), pour une algebre A quel- 
conque est donnee par Fhomologie du complexe total associee au bicomplexe CCil\A) 

4 I1 y a ici un abus de langage car nous utilisons la meme notation pour l’operateur de Hochschild sur 
C n (A, A e ) =A e ®A n et C n (A, M) = M <g> A n . 
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defini de la maniere suivante : 


b -b' 

A 0 A® n ^ A® n+1 

b -b' 

A 0 A® n ~ 1 -■ 1 ~ A A® n 

b -b' . (1.31) 


b -b 1 

A® A ■ — — A® 2 


b 


-b’ 


A 


1—A 


A 


Les operateurs b et b' sont ceux rencontres precedemment. L’operateur A est defini de la 
maniere suivante : 


A 


^(8>n+l _ > j^grn+l 


o o 0---0o f 


(- !)"«„ 0 a 0 


1 


(1.32) 


Cliaque carre du bicomplexe forme un diagramme anticommutatif, c’est-a-dire ciue l’on 
a : 

b( 1 - A) = (1 - A)6' . (1.33) 

Remarque. Cette formule peut etre directement verifiee a partir de la decomposition 
simpliciale de b et b' et en utilisant les relations : bjX = —A6*_i pour 1 < i < n et 
^oA = (—1 ) n b n . 

Remarque. Lorsque A est une algebre avec unite, la deuxieme colonne a une homolo- 
gie triviale (cf 11.3.ID et rhomologie du bicomplexe est l’homologie du complexe formee 
par la premiere colonne qui n’est autre que le complexe de Hochschild introduit dans la 
section mu 


Lien avec le calcul differentiel universel 

Le complexe total associe au bicomplexe (Oil) est : 

-^ (A 0 A ® n ) 0 (k 0 A ® n ) — ?-* -^ (A 0 A) © (k 0 A) A (1.34) 

ou l’operateur de bord d est donne par la matrice : 

«=G -V)- (L35) 

On reconnait immediatement le complexe associe au calcul differentiel universel f2(A) 
defini dans l’equation jn en utilisant les isomorphismes [A 0 A® n ) 0 (A: 0 A® n ) ~ 
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A®A® n ~ f2 n (A). En tant que complexe gradue, f2(A) est le complexe reduit C(A,A) re d 
et on verifie que l’operateur de bord d correspond a l’operateur de Hochschild b defini 
sur C(A,A) par la formule (II .221) . Le complexe (11.3411 est done isomorphe au complexe 
suivant : 

- h —^ Vt n {A) —^- ^Q\A)— b -+n°(A) = A ■ (1-36) 

Grace a la structure d’algebre differentielle de f2(A), on peut definir l’operateur b de 
maniere plus directe en posant : 

b{udx) = (—l) de9UJ [u},x\ 

b(dx) = 0 Vx 6yl,Vw6 f2(A) (1-37) 

b(x) = 0 

et b est alors appele operateur de Karoubi. Nous pouvons verifier que ces deux definitions 
sont bien les memes. Si Ton ecrit O n (A) comme A 0 A® n , pour n > 1 , d’apres (11.3711 , on 
a : 


n—1 

b(d 0 <g) ai ® ® a n ) = a 0 ai ® ® a n + ^(— l) j d 0 0 a\ ® ® a.ia i+ 1 0 ■ • • 0 a n 

j = 1 

+ (~l) n a n d 0 0 ai 0 ■ • • 0 a n -i (1.38) 

et en degre 1, b ((a 0 + A 0 1) 0 cq) = [a 0 ,ai]. Ainsi, b correspond bien a l’operateur de 
Hochschild usuel. 

1.3.2 Cohomologie de Hochschild 

Comme nous allons le voir, on peut considerer la cohomologie de Hochschild comme 
la version duale de l’homologie de Hochschild. Les definitions et principaux resultats 
sont analogues a ceux rencontres en homologie de Hochschild. Cependant, ce sont bien 
des notions differentes et n’ayant pas la meme interpretation. Ceci vient du fait que 
la cohomologie de Hochschild est construite a partir du foncteur Hom (•,•), alors que 
l’homologie de Hochschild est construite a partir du foncteur (• 0 •). 

Definition 1.3.2. Soit A une algebre avec unite et M un A-bimodule. Les groupes de 
cohomologie de Hochschild H n (A, M ) de A a coefficients dans M sont definis comme etant 
les groupes Ext^ e (A, M), ou Ext est le foncteur derive de HomA<={-., •)• 

Donnons maintenant differentes manieres de calculer ces groupes. Nous avons vu que 
le complexe C bar (A) (II .2511 est une resolution projective de A en tant que A e bimodule. 
Ainsi, par definition, on a : 

H n (A , M) = H n (Hom A e(C bar , M)) (1.39) 

Soit (j) une cochaine dans HomA^{C ^ ir , M). L’application de cobord f3' est donnee par : 

= {-l) n+1 (j)ob' . (1.40) 

De meme que nous avions un isomorphisme de complexes A® n+2 0^e M ~ ( A e 0 H® n ) ®A e 
M~M0 A® n , nous avons maintenant : 

Hom A e{A 0n+2 , M) ~ Hom A e (A e 0 A® n , M ) ~ Hom(A ® n , M) . 


(1.41) 
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Ainsi, a toute cochaine 0 dans HomA<={C^ ar , M) = HomA<={A® n+2 ,M), on peut associer 
une application / : A® n —» M definie de la maniere suivante : 


®1; i ®n+l) f (®1; ) ®n)®n+ 1 • 


(1.42) 


L’application / peut etre donnee explicitement en utilisant l’isomorphisme de A e -modules 
a droite A® n+2 ~ A e ®A® n . On associe a la cochaine 0 un homomorphisme de A e -modules 
a droite <j>: A e 0 A® n —» M defini par la formule : 


4>((a n+ 1 0 a|f) 0 ai 0 • • • 0 a n ) = 4>(a 0 , a ir ■ ■ , a n+1 ) . 

Si on pose f(ai, • • • , a n ) = </>((l 0 l op ) 0 Oi 0 ■ ■ • 0 a n ), on a alors : 

4>(a 0 , a u ■ ■ ■ , a n+ i) = 4>{{a n+1 0 a° 0 p ) 0 cii 0 • • • 0 a n ) 

= 0^((1 0 l op ) 0 ai 0 ■ ■ • 0 a n ) ■ (a n+ 1 0 % p ) 

= M (1 0 l op ) 0 ai 0 • • • 0 a n ) ■ (a n+ 1 0 a° 0 p ) 


(1.43) 


(1.44) 


= f(ai, ■ ■ ■ ,a n ) ■ (a n+ i 0 a° 0 p ) 

f (®1j j®n)®n+l • 

On notera O n (A, M) le complexe Hom(A® n , M ) par la suite. Voyons comment Fapplica- 
tion de cobord (3' se repercute sur l’application /. On a : 

/3'(0)(a o , • • • , a n+2 ) =(-l) n+ V(6'(a 0 , • • • , a n+2 )) 

= ( — l) n+1 (0(aoOl, ■ ■ • : a n+ 2 ) + • • • + ( — l)" +1 </>(ao, • • • , an+lfln+ 2 )) 

— ( — l) n+1(Z 0 ^ a l/( a 2, • • • , On+l) 

— /(«i«2> • • • , On+i) + • • • + ( — l)"/( a ii'' ‘ j ci n a n+ 1) 


+ ( 1) f (®1; ) ®ra)®ra+l J ®n+2 • 

On definit ainsi Foperateur de cobord [3 sur C n (A,M) de la maniere suivante : 


(1.45) 


(3(f)( a 1) ■ • ■ j a n+l) ~ a lf( a 2, ’ ' ’ , On+l) 

n 

+ — I)*/( a li ' ' ' : ' ' ' j a n+l) (1.46) 

i=l 

+ (—l) ?t+1 /(ai, • • • , a n )a n+ i . 

On notera l’analogie avec Foperateur b de Hocliscliilcl intervenant dans la formule (11.2211 . 
D’autre part, cette definition est souvent prise comme definition de base pour la cohomo- 
logie de Hocliscliilcl. 

Nous allons maintenant donner une interpretation des premiers groupes de cohomolo- 
gie de Hochschild. Le premier groupe H l (A,M) s’interprete de la maniere suivante. Un 
cocycle de Hochschild, z G Z 1 (A, M ) correspond a une derivation de Falgebre A a valeurs 
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dans M. Un cobord /3m G B l (A,M) (be. tel que (3(m)(a ) = am — ma) correspond a 
une derivation interieure. Ainsi, un element du groupe H 1 (A,M) decrit une derivation 
exterieure (les notions de derivations sont donnees dans la section (1.4.11) . Le deuxieme 
groupe de Hochschild H 2 (A, M ) sert a decrire les extensions de Falgebre A (d’ou le nom 
Ext pour le foncteur derive de Horn). 

II est egalement interessant de noter que la differentielle du calcul differentiel universel, 
introduite en ll .21 definit un cocycle universel de Hochschild en degre 1 et permet egalement 
de definir des cocycles universels de degres plus eleves. Precisons cette notion par la 
proposition suivante : 

Proposition 1.3.1. Soit M un A-bimodule et (ai, • • • , a n ) h-* c(ai, • ■ • , a n ) un n-cocycle 
de Hochschild a valeurs dans M. Alors il existe un unique homomorphisme de bimodule : 
i c : f2 n (A) —> M tel que 


c(ai, • • • , a n ) = i c (dai ■ ■ ■ da n ), Va* G A . (1-47) 

De plus c est un cobord si et seulement si i c a une extension i c en tant qu’homomorphisme 
de bimodule de A® f2™ _1 (A) dans 5 M. 

Ces resultats et les references associees se trouvent dans n. 

Cohomologie de Hochschild a valeurs dans le dual de I’algebre 

Enfin, nous pouvons considerer la situation ou le bimodule est A*. L’ espace A* est 
un A-bimodule pour Taction (a</>6)(c) = </>{bac ) pour tout a, b, c e A. La cohomologie 
H(A, A*) du complexe C*(A, A*) est alors notee HH*(A). Comme dans le cas de l’homo- 
logie de Hochschild, HH* realise un foncteur de la categorie des algebres sur k associatives 
avec unite vers la categorie de fc-modules. Ce foncteur peut etre etendu aux algebres avec 
ou sans unite et la cohomologie de Hochschild HH*(A ) cl’une algebre A est alors obte- 
nue en considerant le complexe total associe au bicomplexe Hom k (Cdl\A ), k) dual du 
complexe a deux colonnes CCi 2 J ( A\ ^ .311) calculant HH*(A). Les operations b,b' et 1 — A 
se dualisent sur le complexe Hom k (CCil\A),k). Dans le cas des algebres avec unite, on 
peut se ramener a la premiere colonne de CC** (A) (la deuxieme colonne correspondant 
au bar-complexe, elle a une homologie triviale et peut etre eliminee). On peut alors veri¬ 
fier que Fespace C n {A,A*) = Hom k (A n , A*) est isomorphe a Fespace Hom k (A n+1 ,k) et 
que les operateurs de cobord correspondent. On identifie deux elements </> G C n (A,A*) et 
/ G Hom k {A n+l , k ) de la maniere suivante : 

0(ai, .. ., a n ) (ao) f (ao, ai, - - -, a n ) . (1.49) 

Ainsi, les cohomologies definies a partir des complexes Hom k (A n+l , k) et C*(A, A*) coin¬ 
cident. Cette identification est essentielle en cohomologie cyclique pour faire le lien entre 
differentes approches. 

5 La suite exacte (ITTsI) se generalise pour n > 1 en la suite exacte suivante : 

o —^ ns (A) —^ a ® n” _1 (A) —^ ns _1 (A) —- o. (i.48) 
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Quelques resultats sur I'homologie et la cohomologie de Hochschild pour les al- 
gebres de fonctions C°°(X) 


Nous pouvons enfin enoncer un resultat important du a Connes pour le cas des al- 
’(X) sur une variete X. II fut montre dans 


mi 


nil 


nr.. 


gebres de fonctions C c 

que la cohomologie de Hochschild HH* ont (C°°(X)) des cochaine continues (pour la famille 
de seminormes associee a C°°(X)) est isomorphe a l’espace des courants de de Rham sur 
la variete X. Ce resultat a egalement son equivalent en homologie et on montre alors 
que I’homologie de Hochschild HH cont ^C 00 ^)), calculee a partir du complexe de Hoch¬ 
schild ou le produit tensoriel 0 est remplace par le produit tensoriel topologique 0, est 
isomorphe a l’espace des formes de de Rham Ce resultat generalise pour des al- 

gebres de Frechet le theoreme de Hochschild-Kostant-Rosenberg donnant un isomorphisme 
entre I’homologie de Hochschild HH*(A) d’une algebre A lisse et les formes de Kahler. 
Ce type de resultats fut a l’origine des motivations pour vouloir definir une geometrie 
differentielle non commutative. On a en effet des objets propres a l’existence d’une struc¬ 
ture differentielle en geometrie ordinaire qui semblent pouvoir etre caracterises de maniere 
completement algebrique (avec une notion de continuity en plus lorsque Ton travail avec 
des algebre topologiques). 


1.3.3 Homologie cyclique 

L’homologie cyclique realise un autre foncteur, que Ton note HC , de la categorie des 
algebres associatives vers les groupes abeliens. Nous allons la definir directement a partir 
d’un complexe gradue qui, comme nous allons le voir, est intimement lie a celui calculant 
I’homologie de Hochschild a valeurs dans l’algebre. 

Pour une algebre associative A, on introduit le bicomplexe cyclique CC,,(A ) : 


^071+1 A —— q0n+l ^—_— ^0n+l A —— 


-b' 


1—A 


Q 


1—A 


-b’ 


(1.50) 


b -V b 

^02 J ~ A — ^02 „- A - ^02 < 1-A 


-b’ 


A ■ 


1—A 


A- 


Q 


A- 


1—A 


ou les operateurs 6, b' et A sont ceux introduits dans la section precedente et l’operateur 
Q est defini de la maniere suivante : 

n 

Q . ^(g)n+1 ^ ^(8)n+1 <? = £(a) p - 

p=0 


(1.51) 
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On verifie que les carres dans le bicomplexe (HHH sont tous anticommutatifs, c’est-a-dire : 


b( 1 - A) = (1 - A )V 
b'Q = Qb 


(1.52) 


Definition 1.3.3. L’homologie cyclique HC(A ) est l’homologie du complexe total associe 
au bicomplexe CC,,(A), c’est-a-dire le complexe : 


D: - ^D n -^D n . 1 --- ^D 1 -^D 0 - -0 , (1.53) 

ou les D n sont les diagonales du bicomplexe CC„(A) et F application d est la somme des 
applications 6, Q, — l / et 1 — A. 

Theoreme 1.3.2 (Suite exacte de Connes). Pour une algebre A quelconque, Vhomo- 
logie de Hochschild HH(A ) et I’homologie cyclique HC(A ) sont reliees par la suite exacte 
longue : 


HC n (A) HC n _ 2 (A) HH n _\ (A) -UHC n _ x {A) HC n _ 3 (A ) 


HCi(A) — HC-i(A) — HH 0 (A ) 


ou HC-i(A) = 0. 

Cette suite vient de la suite exacte courte de complexes : 


0 


D 


Hochschild 


Dr 


Dn -2 


0 


0 , 

(1.54) 


(1.55) 


ou D HochschM est le complexe total du bicomplexe (11.311) calculant HH(A). II correspond 
aux deux premieres colonnes du complexe cyclique et l’application / est l’inclusion. On 
peut alors calculer le quotient du complexe cyclique par jj Hochschlld e t on obtient a nouveau 
le complexe cyclique avec un decalage de 2 en chaque degre. 

Le bicomplexe cyclique melange le complexe de Hochschild a deux colonnes (OTT) et 
la resolution periodique de periode 2 du module trivial A® n+l /( 1 — A) sur l’algebre du 
groupe Z /(n + 1)Z : 


• • • -s- ^®n+1 ^ ^®n+l — J^n +1 —A_ • • • ——^®n+l -s- Q _ (1.56) 

Ainsi, on a une surjection naturelle Tot(CC ) —> C\, ou C\ est le complexe de Connes, 
C X (A) = A® n+1 /(l — A). L’operateur de bord sur ce complexe est donne par l’image 
par cette surjection de Foperateur de Hochschild b agissant sur la premiere colonne du 
complexe cyclique CC..(A) (11.501) . On montre par des arguments de suite spectrale, que 
cette surjection est un quasi-isomorphisme (cf.. [ Lod92 jl et done H X (A) ~ PIC (A) (il faut 
que Q soit un sous-ensemble du corps de base k de l’algebre). 

Liens avec le calcul differentiel universel 

Tout comme nous l’avons fait pour l’homologie de Hochschild, il est possible d’etablir 
un lien avec le calcul differentiel universel. On dehnit un operateur B : f2 n (A) —> Pt n+l (A) 
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qui est une representation au niveau des complexes de Foperateur B introcluit dans (Uni - 
Cet operateur sera appele operateur de Connes. Sous l’isomorphisme O n (A) ~ A 0 ( n+1 ) © 
A 0n , il correspond a Foperateur de A 0 ( n+1 ) © A 0n dans A 0 ( n ) © A 071-1 donne par la 
matrice : 



(1.57) 


Ainsi, B agit sur un element de la forme xqcIxi ■ ■ ■ dx n de la maniere suivante : 


B(x 0 dx 1 ■ ■■d Xn ) 


2 

dx 0 dx± ■ ■ ■ dx n + (—1 ) n dx n dx 0 ■ ■ ■ dx n _i + • ■ ■ + (—l) n dx i • • ■ dx n dx 0 . 

(1,58) 


On voit que B est fortement relie a la differentielle d sur Falgebre differentielle graduee 
0(A) tout comme Test Foperateur de Hochschild b (voir formule (II .3711 ). 

En utilisant l’identification entre le complexe (II .3411 et dim on voit que le bicomplexe 
innn est isomorphe au bicomplexe : 


b b b 

n 2 (A) ^— n\A) ^— o°(A) 

fe L • (1.59) 

0 : (A) 0°(A) 

b 

0°(A) 


On verifie que Ton a bien bB + Bb = B 2 = 0 et que l’homologie du complexe total calcule 
HC{A). 

Remarque. En fait, l’homologie cyclique HC(A ) peut etre calculee de maniere plus 
generale a l’aide de tout complexe M calculant 1’homologie de Hochschild, muni d’un 
operateur B de degre +1 satisfaisant bB + Bb = B 2 = 0 (M est appele un complexe 
mixte). On remplace alors dans le bicomplexe (II .591) les colonnes 0(A) par M. Ainsi, pour 
une algebre avec unite, on peut remplacer 0(A) par 0 U (A) et l’operateur B devient (1 — 
A )sQ, ou s est l’homotopie dehnie dans (11.281) . Nous renvoyons a (Lod92 ;, fR,os96 . ( S IOOl 
pour plus de details sur ces constructions. De meme, pour les algebres commutatives, on 
peut prendre le calcul differentiel de Kahler et la differentielle usuelle pour l’operateur B 
(cf. |iLod92 . lRos96 jl. 

Pour une algebre A donnee, on peut egalement dehnir d’autres groupes d’homologie : 
HC~(A ) et HP(A ) appeles respectivement homologie cyclique negative et homologie 
cyclique periodique. Ces groupes sont calcules a partir de bicomplexes similaires au bi¬ 
complexe cyclique OH ou (11.591) (cf |Lod921 IR,os96l ICSTOO) ) et sont necessaires pour 
pouvoir dehnir le caractere de Chern-Connes qui est un homomorphisme canonique de 
K(A) dans HP {A). Le caractere de Chern-Connes generalise le caractere de Chern en 
geometrie differentielle et se construit naturellement a partir du generateur de HC( C). 
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Resultats pour les algebres de fonctions C°°(X) 

Dans le cas d’une algebre de fonctions C°°(X), Connes a montre (EmMl ICon90bl 
''Con94] (dans le cas dual) qu’il y a un isomorphisme entre l’homologie cyclique des chaines 
continues et la cohomologie de de Rham : 

HC cont .{c°°(x)) ~ n*(x)/<m*(x) ® h^\x) © h^\x) ©... (i.eo) 

On voit ainsi que l’homologie cyclique fournit une bonne generalisation de l’liomologie 
de de Rham en geometrie non commutative et c’est encore une des motivations pour 
vouloir definir une geometrie differentielle non commutative. On peut egalement voir que 
le caractere de Chern-Connes defini de maniere completement algebrique coincide dans 
le cas d’une algebre de fonctions C°°(X) avec le caractere de Chern usuel qui est un 
isomorphisme entre la iOtheorie topologique de la variete X et les elements pairs (ou 
impairs) de sa cohomologie de de Rham. 

1.3.4 Cohomologie cyclique 

La cohomologie cyclique HC*(A ) d’une algebre associative A avec ou sans unite est de- 
finie de maniere generate a partir du complexe dual au complexe cyclique CC..(A) (II .fill! : 
c’est l’homologie du complexe total associe au bicomplexe Homk(CC„(A),k). Dans les 
cas ou Q est inclus dans le corps k sur lequel est base 1’algebre, la cohomologie cyclique 
de A peut se calculer a partir du complexe cyclique de Connes C^(A) qui est le dual du 
complexe C$(A) introduit dans la section IT .3.31 Ce complexe est defini en degre n de la 
maniere suivante : 

(4) = {/ e Hom k (A n+1 , k), f(a 0l ..., a n ) = (-l) n /(a n , a 0 ,..., a n+ i)} . (1.61) 

L’operateur de cobord que Ton notera 5 est le dual de l’operateur de Hochschild b sur 
C*(A, A) correspondant a la premiere colonne de CC„(A) (11.6111 . II agit done sur un 
element 0 G C™(A) de la maniere suivante : 

n 

<50(ao, • • •, a n _|_i) = 0(aoOi, cl 2 ,..., a n +i) + E(-WK..., 1) • • • j^n+l) 

i =1 

+ (—l)” +1 </)(a n+ iao, ai, • • •, «n) • (1.62) 

On peut remarquer qu’un element / G Cl(A) peut etre considere comme un element 
de C*(A, A*) satisfaisant la condition de cyclicite : 

/(a 0 , ■ ■ •, a n ) = (-1 ) n f{a n , a Q ,..., a n+1 ) . (1.63) 

Ainsi, Cx(A) est un sous-complexe du complexe C*(A,A*) calculant la cohomologie de 
Hochschild HH*(A ) a valeur dans A* (voir section 11.3.21) . De plus, la suite exacte de 
Connes definie en homologie dans le theoreme 11.3.21 a son equivalent en cohomologie ou 
HH * est remplace par HH*. HC * par HC* et le sens des fleches est renverse. 

Nous allons maintenant voir que la cohomologie cyclique est intimement liee a la notion 
de trace. II faut pour cela introduire la notion de cycle qui est une version algebrique de 
la notion d’integration de formes differentielles sur une variete. 
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Definition 1.3.4. Un cycle cle dimension n est un triplet (Q,d,f) oil (Q,d) est une 
algebre differentielle graduee et f : Q n —> k est une trace graduee fermee sur F2. 

Un cycle sur une algebre associative A est un cycle (F2, d, f) et un homomorphisme 
p : A —> F2°. On le notera egalement (O, d, f, p ) 

La propriety importante associee aux cycles d’une algebre A est la suivante : 

Proposition 1.3.3. A tout cycle de dimension n sur A, on pent associer une cochaine r 
du complexe C™(A) definie par : 


r(a 0 ,..., On) 


J p(a 0 )dp(a l ). ..p{a n ) . 


(1.64) 


Reciproquement, pour toute cochaine r de C™(A), il existe un cycle de dimension n 
(0, d, f) et un homomorphisme p : A —> 0° tel que r en soit le caractere. 

La demonstration du fait que le caractere r d’un cycle (Q,d,f,p) soit une cochaine 
se montre en utilisant de maniere essentielle les proprietes d’algebre differentielle graduee 
de (fl, d) et le fait que f soit une trace graduee fermee. Pour demontrer la reciproque, 
il suffit de prendre pour (Q,d) le calcul differentiel universel 0(A), pour p Lapplication 
identite et pour f V application lineaire t associee a une cochaine r definie sur O n (A) par : 


^((®o Xo)dai... da n ) 7~(cio, a i,..., Un) 


(1.65) 


On verifie que j = t est une trace graduee fermee grace au fait que r est une cochaine 
cyclique de Hochschild. Cette proposition est demontree de maniere plus detaillee dans 

J. C’est en fait ce type de considerations qui mena a la decouverte 


UK 


)liL 


)lp 


de la cohomologie cyclique et c’est de cette maniere qu’elle fut originellement introduite. 


Remarques finales 

Nous pourrions encore voir d’autres proprietes telles que l’invariance de Morita ou 
l’invariance par diffeotopie de l’homologie et la cohomologie cyclique, ou encore enoncer 
la version cohomologique des isomorphismes donnes a la fin de la section precedente, mais 
nous allons nous arreter la car ces resultats ne nous seront pas utiles directement par la 
suite. 


1.4 Calcul differentiel base sur les derivations 

Nous avons vu jusqu’a present des outils permettant de caracteriser des algebres as- 
sociatives et que la notion de calcul differentiel universel joue un role essentiel dans la 
construction de certains invariants. Ces invariants generalisent d’une certaine maniere les 
invariants que l’on obtient en geometrie ordinaire tels que la cohomologie de de Rham. 
Nous allons maintenant essayer de definir un equivalent des formes de de Rham dans 
le cadre des algebres associatives. Il y a pour cela plusieurs points de vue possibles. On 
peut considerer par exemple que l’homologie de Hochschild fournit une generalisation des 
formes de de Rham puisque, dans le cas des algebres commutatives, elle est directement 
reliee a ces dernieres. Malheureusement, l’homologie de Hochschild n’est generalement 
pas munie d’une structure d’algebre (sauf dans le cas commutatif) et done ne fournit pas 
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un bon candidat pour remplacer les formes differentielles. Un autre point de vue serait 
de considerer que tout calcul differentiel sur une algebre A (i.e. toute algebre differen- 
tielle graduee etant isomorplie a A en degre 0) est une generalisation du complexe de 
de Rham. Ainsi, pour une algebre donnee A, nous pouvons toujours considerer le calcul 
differentiel universel. On voit bien que ce point de vue est un peu trop general et on se 
sert generalement de la structure particuliere de Palgebre A ou du probleme (physique 
ou mathematique) que l’on veut etudier afin de nous guider dans le choix d’un calcul 
differentiel particulier. 

Le calcul differentiel que nous allons voir dans cette section fut introduit par Michel 
Dubois-Violette dans |DV88| et est appele calcul differentiel base sur les derivations. C’est 
une tentative de definition de la notion de formes differentielles ne faisant pas intervenir 
d’autres objets que l’algebre elle-meme et ses derivations qui sont Panalogue des champs 
de vecteurs en geometrie differentielle. 

1.4.1 Derivations 

Definition 1.4.1 (Derivations). Soit A une algebre associative et M un A-bimodule. 
Une derivation de A a valeurs dans M est une application /c-lineaire D : A —> M satisfai- 
sant la relation : 

D(ab ) = a(Db) + ( Da)b \/a,b G A . (1.66) 

L’ensemble des derivations de A dans M forme un module sur le centre de Palgebre 
Z(A) et on le note Der(A, M) ou simplement Der(A) lorsque M = A . En particulier, une 
derivation definit un cocycle de Hochschild de degre 1. L’ensemble de toutes les derivations 
dans un bimodule M est precisement Pensemble Z 1 (A, M) des cocycles de Hochschild de 
degre 1. 

Definition 1.4.2 (Derivations interieures). A tout element m G M, on associe une 
derivation, appelee derivation interieure, que Pon note ad m . Elle est definie par : 

ad m (a ) = [m, a) = ma — am . (1-67) 

On note Pensemble de toutes les derivations interieures Int(A, M), ou simplement Int(A), 
lorsque M = A. L’espace Int(A, M) coincide avec B 1 (A,M ), Pensemble des cobords de 
Hochschild de A a valeurs dans M de degre 1. 

Remarque. On peut egalement associer a tout element a G A une application ad a : M 
M definie pour tout A-bimodule M par la formule ad a (m ) = [a, m]. Cette application peut 
alors s’etendre au complexe de Hochschild C n (A, M ) de la maniere suivante : 

n 

ad a {m ® ai • ■ ■ a n ) = m ■ ■ ■ 0 [a, a;] 0 • • ■ ® a n . (1.68) 

i =o 

Cette operation commute avec Poperateur b de Hochschild et passe done en homologie. 
On peut en fait construire une homotopie h(a) : C n (A, M) —> C' n+ i(A,M) definie par : 

n 

h(a)[m 0 a\ ■ ■ ■ a n ) = ^(-l) ! m 0 • • • 0 a 0 aj + i 0 • • • 0 a n , (1.69) 

i =0 

tel que bh(a ) + h(a)b = —ad a . Ainsi, Papplication ad aif : H n (A, M) —> H n (A, M) est 

P application nulle. 
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Remarque. Pour M = A, Der(7l, M) = Der(A) a une structure d’algebre de Lie pour le 
crochet [X, Y] = XY - YX. avec X, Y G Der(A). 

Remarque. Int(Tl) est un ideal d’algebre de Lie de Der(Tl) et egalement un sous-Z(-A)- 
module. On note Out (A ) = Der(A)/Int(^4) l’algebre de Lie quotient. C’est une algebre 
de Lie et un Z(A) module et ses elements sont appeles derivations exterieures. L’es- 
pace Out (A) est isomorphe au groupe HH l (A). De meme on peut definir Out(A, M) = 
Der(/L, M)/lnt(A, M) pour un bimodule M quelconque et c’est un Z(/l)-module iso¬ 
morphe a H l (A,M). 


1.4.2 Calcul differentiel base sur les derivations 

Nous allons construire une algebre differentielle graduee fiDer(-4), appelee calcul dif¬ 
ferentiel base sur les derivations. Cette construction s’inspire de la maniere dont sont 
construites les formes differentielles en geometrie ordinaire sur une variete V. En effet, 
celles-ci sont construites comme les applications differentiables n-lineaires antisymetriques 
sur r(E), l’algebre de Lie formee par les champs de vecteurs sur V, et la differentielle d 
est definie par la formule de Koszul. On peut montrer que r(V) est l’algebre de Lie des 
derivations de l’algebre de fonctions C°°(y). Cette construction peut etre rendue com- 
pletement algebrique et etre ainsi generalisee aux algebres associatives quelconques en 
remplagant l’algebre de Lie des champs de vecteurs par 1’algebre de Lie Der(Tl). Nous 
allons donner directement cette construction. 

On definit le complexe 0 Der (^4) comme etant l’ensemble des applications Z(A)-multi- 
lineaires antisymetriques de Der(Tl) dans A. C’est une algebre naturellement N-graduee 
que Ton peut decomposer de la maniere suivante : 


72=0 


(1.70) 


ou OQ er (yl) est identifie a A et 0.^> er (^4) est l’ensemble des applications n-Z(A)-vcm\ti- 
lineaires antisymetriques de Der(Tl) dans A. 

La structure d’algebre est donnee par le produit : 


(co ,, ^)(Ai, • • •, A m _i_ n ) 'y ^ 


cr£Srr 


(1)H 


m\n\ 


1 )? 5 -^-cr(m) )^?(-^-cr(m+l) ? j X <r(m+n)) i 


(1-71) 

pour tout u) G 0|™ er (0) et rj G 0^ er (0). On definit une differentielle d de degre 1 par la 
formule de Koszul, en posant pour tous X l5 ... , X n+1 G Der(A) et tout u> G £2p er (A) : 


n+1 

M*1, • • ■ ,Xn+i) = ^(-i) m x^(X!,... y... ,x n+1 ) 

i =1 

+ Y, (~l) i+ M[Xi,X j ],..A ..A ...,X n+1 ) . (1.72) 

l<i<j<n-\-l 


On montre que la differentielle d est une application de complexe, i.e. d 2 = 0, en 
utilisant l’identite de Jacobi sur Der(A). 
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Remarque. Lorsque A = C°°(V), l’algebre £2 Der (A) coincide avec l’algebre des formes 
de de Rham sur V. 

On peut egalement definir une sous-algebre differentielle graduee de h2 Der (A) : 

Definition 1.4.3. Doer^) est la plus petite sous-algebre differentielle graduee de D Der (A) 
contenant A. De maniere equivalente, c’est la sous-algebre differentielle graduee de D Der (A) 
engendree par A. 

Du fait que f2 Der (A) soit engendree par A , elle est un quotient du calcul differen¬ 
tiel universel h2(A) introduit dans la section 11.2.11 Le noyau de ce quotient peut etre 
construit explicitement en utilisant une filtration de h2(A). Cette construction est donnee 
dans |Mas95j. 

Propriete universelle de Dp er (A) 

Nous avons vu que le calcul differentiel f2(A) (resp. f2 u (A)) est un objet universel 
dans la categorie des algebres differentielles graduees et que D (resp. Q u ) est le foncteur 
adjoint a gauche du foncteur d’oubli qui va vers la categorie des algebres associatives 
(resp. algebres associatives avec unite). Nous allons voir qu’il est possible de caracteriser 
D autrement. En effet, pour une algebre A, le calcul differentiel universel du premier 
ordre O^A) peut etre caracterise par la propriete universelle suivante dans la categorie 
des A-bimodules : 

Proposition 1.4.1. Pour toute derivation X : A —> M, vers un A-bimodule M, il existe 
une unique application ix '■ D 1 (A) —*► M, telle que le diagramme suivant soit commutatif: 



M 


La categorie des A-bimodules admet un produit tensoriel sur l’algebre A. Nous pouvons 
ainsi definir, de maniere naturelle, le calcul differentiel universel d’ordre n comme VP (A) = 
D 1 (A) 0^ • • • 0^ D 1 (A), avec n facteurs. On retrouve ainsi la meme algebre graduee que 
dans les constructions precedentes en posant 0(/l) = 0 fi>o D n (A). 

Cette approche avec les bimodules va nous permettre de rester plus pres des notions 
que Ton cotoie en geometric ordinaire et de definir d’autres calculs differentiels universels 
generalisant le calcul differentiel universel de Kahler (ou de de Rham). En effet, sur une 
algebre commutative, la categorie des modules a gauche est equivalente a la categorie des 
modules a droite qui est equivalente a la categorie des bimodules. De la notion de bimodule 
sur une algebre commutative, nous pouvons essayer de garder certaines proprietes lorsque 
Ton passe aux algebres associatives quelconques. 

bimodules centraux 

Ahn de garder la symetrie entre modules a gauche et modules a droite, il est naturel 
de considerer la categorie des bimodules centraux definie de la maniere suivante : 

Definition 1.4.4. Soit A une algebre et M un A-bimodule. Alors M est un bimodule 
central si on a la relation zm = mz pour tout z G Z(A), le centre de A, et pour tout 
m E M. 
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Un tel bimodule peut etre obtenu a partir d’un bimodule M quelconque de deux 
manieres. On peut soit considerer le bimodule M z obtenu par quotient de M par son 
sous-bimodule [Z(A),M\, soit le bimodule M z qui est le sous-bimodule de M consti- 
tue des elements de M qui commutent avec le centre de A. D’apres cette definition, 
nous pouvons associer a toute algebre un calcul differentiel du premier ordre : VL l z (A) = 
/\Z(A), f2 1 (A)]. Ce calcul differentiel est solution du probleme universel suivant : 

Proposition 1.4.2. Pour toute derivation X : A —> M, vers un A-bimodule central M, 
il existe une unique application %x '■ O^(A) —» M, telle que le diagramme suivant soit 
commutatif : 



M . 


On peut construire une algebre differentielle graduee Viz {A) ayant une propriete uni- 
verselle analogue a celle de f2(A). On la construit en considerant le quotient de f2(A) par 
l’ideal engendre par [Z(A), fP(A)]. La propriete universelle satisfaite par f^(A) est la 
suivante : 

Proposition 1.4.3. Tout morphisme f> de A dans C° = 0{C), ou ( C,5 ) est une algebre 
differentielle graduee, tel que (f(z)S(p(x) = S(p(x)(p(z), pour tout x G A et z G Z(A), 
admet une unique extension par un homomorphisme d'algebre differentielle graduee <fz '■ 
n z (A) -»■ C. 

II est possible de considerer la categorie Alg z dont les objets sont les algebres asso- 
ciatives et les fleches sont les morphismes d’algebres (j): A —> B tel que (f>(Z(A)) C Z(B). 
Dans |DVM94lfTW99) . il est defini une notion de bimodule pour une categorie d’algebres 
quelconque. D’apres leur definitions, les bimodules pour la categorie Alg z correspondent 
alors aux bimodules centraux. De meme, nous pouvons definir la categorie des algebres 
differentielles graduees centrales que Ton notera Diff^ en considerant les algebres diffe- 
rentielles graduees C telles que C n est un C°-bimodule central. Les morphismes de cette 
categorie sont les morphismes d’algebre differentielle graduee qui sont egalement des mor¬ 
phismes de bimodules centraux. On peut alors voir que realise un foncteur contrava- 
riant de Alg z dans Diff^ et que ce foncteur est l’adjoint a gauche du foncteur d’oubli 
allant de Diff^ dans Alg z . 

Bimodules diagonaux et f2 De r(A) 

Lorsque V algebre A est commutative, les modules de dimension finie sont des modules 
projectifs et sont des sous-bimodules de modules libres sur A. On peut essayer de gar- 
der cette notion de finitude dans le cas general. Pour une algebre A, on considere les 
A-bimodules M qui sont isomorphes a un sous-bimodule de A T , pour un ensemble X quel¬ 
conque. On appelle ces modules bimodules diagonaux. Nous pouvons introduire une notion 
de dualite entre les bimodules diagonaux sur A et les modules sur son centre Z(A). En 
effet, a tout A-bimodule M, on peut associer le Z(A)-bimodule, M* A = Hom A (M,A), 
Fensemble des homomorphismes de bimodules de M dans A. Reciproquement, a tout 
Z(A)-module A, on associe le A-bimodule, N* A = Hom Z (A){N, A), l’ensemble des homo¬ 
morphismes de Z(A)-modules de N dans A. On remarque que N* A est un A-bimodule 
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central. Ainsi, cette relation de dualite peut etre restreinte a une dualite entre les A- 
bimodules centraux et les Z(A)-modules. Cette dualite generalise la dualite entre modules 
a gauche et modules a droite dans le cas des algebres commutatives. 

On peut definir une application canonique : 

c : M -> M* a * a 

m i —> cu m : ^Hom A (M, A) —> A : 77 1 —>• r](m) 

On a alors la proposition demontree dans [ DV99 j : 

Proposition 1.4.4. Soit M un A-bimodule. M est diagonal si et seulement si I’homo- 
morphisme canonique c : M M* A * A est injectif. 

Ainsi, on voit que tout bimodule diagonal est central et que le dual d’un Z(A)-module 
est un A-bimodule diagonal. On a egalement les proprietes que tout sous-bimodule d’un 
bimoclule diagonal est diagonal et, que le resultat du produit ou du produit tensoriel sur 
A de deux bimodules diagonaux est un bimodule diagonal. 

Nous pouvons maintenant definir un calcul differentiel du premier ordre Tt^ iag (A) de la 
meme maniere que nous l’avons fait avec les bimodules centraux. Ce calcul differentiel 11 ’est 
autre que l’image par l’application c (E3D du bimodule 0(A) et il satisfait la propriete 
universelle suivante : 

Proposition 1.4.5. Pour toute derivation X : A — > M, vers un A-bimodule M diagonal, 
il existe une unique application ix ■ O l diag {A) —>• M, telle que le diagramme suivant soit 
commutatif : 


(1.75) 



De meme, on peut definir une algebre differentielle graduee ttdiag{A) qui est le quotient 
de 0(A) par l’ideal engendre par le noyau de l’application c. L’algebre differentielle graduee 
O diag(A) satisfait une propriete universelle analogue a celle satisfaite par Oz(A) : 

Proposition 1.4.6. Tout morphisme <f> de A dans C° = 0{C), ou (C,S) est une algebre 
differentielle graduee, tel que <f induise une structure de A-bimodule diagonal sur C 1 , 
admet une unique extension par un homomorphisme d'algebres differentielles graduees 
(frdiag • 0^j a g(A) * C. 

Remarque. Notons que du fait que les bimodules diagonaux ne soient pas des bimodules 
d’une categorie d’algebres particuliere au sens de jDV99j . nous n’avons pas d’interpretation 
de Tldiag en tant que foncteur contravariant, contrairement a O, 0„ et O z- 

Enfin, nous pouvons voir le lien avec le calcul differentiel base sur les derivations. Tout 
d’abord, notons qu’il y a une application naturelle de 0^ ia(? (A) vers 0 Der (A) qui en fait 
un isomorphisme |DV99) : 

^aM) = Op er (A) . (1.77) 

Cela nous permet ainsi de donner une interpretation de 0^ er (A) en tant que calcul diffe¬ 
rentiel universel du premier ordre diagonal. Ensuite, Der(A) est naturellement un Z(A)- 
module et est relie par la dualite precedente au calcul differentiel base sur les derivations 
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de la maniere suivante : 


(^ er (A))^ ~ Der(A) 
Der^-Q^) 


(1.78) 


L’isomorphisme (Op er (A))* A ~ Der(A) est realise par l’operation de Cartan (voir sec¬ 
tion [Q3 X i—> %x • Cette construction donne ainsi un statut satisfaisant a f2p er (/L). 
Cependant L algebre differentielle graduee fleer (4) ne semble pas etre caracterisee par une 
propriety universelle. Pour l’instant cette algebre differentielle graduee n’a done pas de 
statut particulier. Neanmoins, nous pouvons essayer de comprendre ce qu’elle capture 
de l’algebre et dans quelles situations elle peut etre utilisee. Cela sera en particulier le 
calcul differentiel que nous etudierons dans la section l2~2l a/fin de caracteriser un analogue 
algebrique des fibres principaux. 

Nous avons vu qu’a toute algebre associative, nous pouvions associer l’algebre de Lie 
Der(.A). Le calcul differentiel base sur les derivations utilise de maniere essentielle cette 
structure d’algebre de Lie et melange en quelque sorte, de maniere minimale, la struc¬ 
ture d’algebre de Lie de Der(A) et la structure d’algebre associative de A. II y a des 
algebres pour lesquelles il peut ne pas etre naturel d’utiliser ce calcul differentiel comme 
par exemple L algebre du plan de Manin engendree par deux generateurs x et y satisfaisant 
la relation xy = qyx , avec q un nombre complexe. Dans cet exemple, nous avons plutot 
envie d’etudier, non pas des derivations au sens usuel du terme, mais plutot une notion de 
derivation g-deformee, afin de se rapprocher de la situation commutative. Cela sera gene- 
ralement le cas pour les algebres obtenues par deformation d’algebres commutatives. II est 
done clair, que selon le type de non commutativite introduite, il faudra utiliser des outils 
differents. Il n’existe malheureusement pas aujourd’hui de maniere systematique d’etu¬ 
dier une algebre non commutative. C’est un des buts de la geometrie non commutative 
d’essayer de clarifier ces methodes et d’en donner une vision plus homogene. 


1.4.3 Operations de Cartan 


Nous allons definir des operations au sens de H. Cartan |Ca,r51j sur le calcul differentiel 
universel ainsi que sur les calculs differentiels f2 Der (A) et fiDer(-4). 

Tout d’abord, nous pouvons rappeler les definitions de base. Soit Q une algebre de Lie 
et (D, d) une algebre differentielle graduee. On dit que Ton a une operation de Q sur si 
il existe une application lineaire i qui a tout element X 6 Q associe une derivation i\ de 
degre — 1 et une application lineaire L qui a tout element X 6 Q associe une derivation 
Lx de degre 0, tel que Ton ait 6 : 


Lx — [ix,d] [ix, X] — 0 
[Lx,Ly] = L[ X ,y] [L x ,iy] = i[x,Y] 


(1.79) 


pour tout A", Y e Q. Notons que Ton a pour consequence de ces relations et du fait que 

d 2 = 0 : 

[L x ,d] = 0. (1.80) 

Nous introduisons les terminologies suivantes : 

- Nous appellerons element horizontal, tout element u> de satisfaisant la relation 
ix = 0, VA G Q. 


6 Nous considerons ici des commutateurs gradues. 
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- Nous appellerons element invariant, tout element u de O satisfaisant la relation 

l x = oyx e g. 

- Nous appellerons element basique, tout element to de O invariant et horizontal. 
Cela nous permet de caracteriser deux sous-algebres differentielles graduees de O con- 
struites a partir d’une operation : 

- L’ensemble des elements invariants de O forme une sous-algebre differentielle graduee 
de que l’on note 0 Inv . 

- L’ensemble des elements basiques de O forme une sous-algebre differentielle graduee 
de O que l’on note Ogas- 

Nous allons maintenant donner deux exemples d’operations de Cartan de Der(A) sur 
0„(A) et 0 Der (A). 

Operations sur fl u (A) 

Considerons l’algebre de Lie Der(A). D’apres la propriety universelle de 0(A), toute 
derivation X e Der(A) se releve en une unique application ix : 0 7 (A) —■> A , telle que 
i\d = X. II est alors possible d’etendre cette application en une operation de Cartan de 
Der(A) sur l’algebre differentielle graduee 0(A). Nous avons la proposition suivante : 

Proposition 1.4.7. Soit X e Der(A). Alors I’homomorphisme de bimodule ix ■ O 1 — 1 ► A 
se prolonge de maniere unique en une derivation graduee de degre —1 sur 17(A). 

Etant donnee que 1l n = 0 7 (A) ®_4 • • • 0 7 (A), l’application ix se prolonge sur O n 

de la maniere suivante : 


ix (nodcq ■ • • da n ^j ^ ^ ( 1) a^dai dap— i • X ( ap ) • dap+ 1 ■ • • da n . (1.81) 

p= i 

L’application lineaire Lx est definie par Lx = ix °d + doi x . On montre aisement que 
les relations ra sont satisfaites. 

Remarque. L’application ix que nous venous de definir peut servir l)V88l a associer 
une filtration F a 11(A) en posant : 

F p u n = {ioe n(A)/i Xl • A Wl a; = 0,X, e Der(A)} . (1.82) 

Cette filtration permet de caracteriser |Mas95l| le quotient de 11(A) vers fl Der (A). 
Remarque. On voit ainsi qu’a toute sous-algebre de Lie Q de Der(A), on peut associer 
une operation de Cartan de Q sur 0(A). 

Operations sur 0 Der (A) 

Nous pouvons construire des applications de Cartan ix et Lx sur 0 Der (A), ainsi que 
sur 0 Der (A), en prenant les images respectives par les applications canoniques 0(A) —> 
0 Der (A) e l H(A) —> 0 Der (A) des applications 7 ix et Lx definies sur 0(A). 

Cependant, ces applications peuvent etre definies plus directement sur 0 Der (A) et 
0 Der (A) de la maniere suivante : 

7 Afin de simplifier les notations, nous notons ix et Lx les operations de Cartan indifferemment sur 
—Der (A), tber(A) OU f 1(A). 
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Definition 1.4.5. Pour toute derivation X e Der(A), on definit l’application i x : 
£2p er (A) —> (A), appelee produit interieur par : 

(i x u)(X ir --,X n _ 1 )=u(X,X 1 ,---,X n _ 1 ) pour tout w G 0 Der (A). (1.83) 

Le produit interieur i x est bien une derivation graduee de degre —1 et est l’image de 
1’application ix definie sur 11(A). On definit egalement la derivation de degre 0, L x — 
[i x , d], que nous appellerons derivee de Lie par analogie avec ce qui se passe en geometrie 
differentielle. On verifie a nouveau que i x et L x definissent bien une operation de Cartan. 
Remarque. On voit que T2 Der (A) est stable par Taction de i x . Les operations i x et L x 
peuvent done se restreindre a fi Der (A). 

L’algebre de Lie Der(A) admet un ideal naturel Int(A), qui est done une sous-algebre 
de Lie de Der(A). Nous avons done une operation naturelle de Int(A) sur 0 Der (A), ce qui 
nous permet d’introduire la notion suivante : 

Definition 1.4.6. On definit Talgebre differentielle graduee Oout(A) comme etant la sous- 
algebre differentielle graduee de £2 Der (A) constituee des elements basiques de 0 Der (A) pour 
Toperation de Int(A). 


1.5 Conclusion 

II existe d’autres outils importants, tels que la Ji-theorie et les notions liees aux al- 
gebres d’operateurs, pouvant servir en geometrie non commutative pour caracteriser des 
algebres. Seuls les outils abordes dans ce chapitre nous seront utiles pour la suite. En 
effet, le calcul differentiel base sur les derivations sera utilise afin de decrire un analogue 
des theories de jauge en geometrie non commutative. Nous verrons dans quelles mesures 
ce formalisme peut permettre de remplacer celui des fibres principaux utilise pour les 
theories de jauge ordinaires. 
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Chapitre 2 

Theories de jauge et geometrie non 
commutative 


Le but de ce chapitre est d’etablir un cadre coherent pour pouvoir definir des theories 
de jauge en geometrie non commutative. Habituellement, nous entendons par theorie de 
jauge, la construction d’un fibre principal au dessus d’une variete, ainsi que la construction 
de fibres associes. La theorie des connexions (ordinaires) est essentielle pour comprendre 
la geometrie de ces structures. Les connexions correspondent a ce qu’on appelle les champs 
de jauge en physique et les sections de fibres associes correspondent eux aux champs de 
matiere. 

En geometrie non commutative, nous devons remplacer la notion d’espace par la notion 
d’algebre. Ainsi, afin de definir une theorie de jauge en geometrie non commutative, on doit 
remplacer une variete differentiable M (correspondant a l’espace-temps en physique) par 
son algebre de fonctions Nous savons que les fibres vectoriels, qui sont des fibres 

associes a un fibre principal au dessus de M, sont remplaces par les modules projectifs de 
type fini. 

Dans le cas des algebres commutatives de la forme il est done legitime de 

se demander quelle notion peut remplacer celle de fibre principal. Nous allons voir qu’un 
bon candidat est Falgebre d’endomorphismes definie a partir cl’un fibre vectoriel au dessus 
de M. En plus de remplacer la notion de fibre principal, cette algebre aura Favantage de 
pouvoir egalement remplacer Falgebre C°°(M). E 11 effet, ces deux algebres sont equiva- 
lentes de Morita et done Fensemble des modules projectifs de type fini ( p.d.t.f .) sur l’une 
est equivalent a Fensemble des modules projectifs de type fini sur l’autre. Du point de 
vue de la physique, ceci veut dire qu’un champ physique (sections d’un fibre vectoriel) 
peut tout aussi bien etre decrit par un element cl’un module p.d.t.f. sur C°°(M ) que par 
un element d’un module p.d.t.f. sur une algebre d’endomorphismes. Notons que Falgebre 
des endomorphismes d’un fibre vectoriel est generalement non commutative. Le fait de 
decrire les champs physiques dans ce cadre permet par exemple de mettre sur le meme 
pied d’egalite les champs de jauge usuels et les champs de Higgs en introduisant la notion 
de connexion non commutative. 

Nous allons done, dans un premier temps, nous attacher a donner une notion de 
connexion non commutative, ou connexion algebrique, generalisant la notion de connexion 
sur les fibres (connexions ordinaires). Dans un deuxieme temps, nous donnerons la defi¬ 
nition d’une algebre d’endomorphismes et nous en ferons une etude detaillee. A la fin de 
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ce chapitre, nous aurons etabli un cadre coherent pour pouvoir construire une theorie de 
jauge a partir d’une algebre d’endomorphismes et des exemples de constructions possibles 
seront donnes dans le chapitre 0 

2.1 Connexions 

Nous allons voir differentes approches qui permettent de generaliser la notion de 
connexion sur les fibres vectoriels en geometrie et donnent une notion de connexion sur 
des modules. Nous donnerons une premiere definition pour des modules simples (a gauche 
ou a droite), puis donnerons deux approches possibles des connexions sur les bimodules. 
Definition 2.1.1. Soit A une algebre associative avec unite, 17 un calcul differentiel sur 
cette algebre (17 ici n’est pas necessairement le calcul differentiel universel) et M un A- 
module. Alors, une 17-connexion sur M est 1 une application lineaire V : M —> 17 1 0 a M 
telle que Ton ait 

V(am) = aV(m) + d(a) ^ VaeA,meM. ( 2 . 1 ) 

Du fait que 17 1 soit un A-bimodule, l’espace vectoriel 17 1 0 a M est naturellement equipe 
d’une structure de A-module. Nous pouvons ainsi etendre la definition de V au complexe 
17 0 a M en posant : 

V (uj 0 a m) = uj ■ V(m) + du 0,4 m Vo; G 17, m G M . (2.2) 

Cette derniere definition nous permet de considerer l’application lineaire V 2 = V o V 
qui est un endomorphisme de 17 0 a M dont la restriction V 2 : M —> 17 2 0 a M est un ho- 
momorphisme de A-modules. Cet homomorphisme est appele la courbure de la connexion 
V. Une connexion pour laquelle la courbure est nulle, i.e. V 2 = 0 est appelee connexion 
plate. De meme, la difference de deux connexions V 1 , V 2 definit un homomorphisme de 
A-modules : V 1 — V 2 : M —* 17 1 0 ^ M, ce qui donne a l’espace des connexions sur un 
module M, une structure d’espace affine modelee sur Hom(M, 17 1 0^4 M). 

Notons qu’un A-module M n’admet pas necessairement une connexion. Cependant, 
pour certaines categories de modules, nous pouvons montrer l’existence d’au moins une 
connexion. 

Nous pouvons par exemple considerer le cas des modules libres. Tout module libre 
peut se mettre sous-la forme A 0 £, ou E est un espace vectoriel. II existe alors une 
connexion plate canonique qui est V = d 0 /#. 

De meme, pour un module projectif M, defini par un projecteur P : A 0 E —> M, on 
peut definir une connexion canonique V = P(cI®Ie). Ainsi, tout module projectif admet 
au moins une 17-connexion. Dans la situation ou 17 est le calcul differentiel universel 
17 U (A), la reciproque est vraie ( c.f. |CQ95| ) : un A-module admet une 17 u (A)-connexion 
si et seulement si c’est un module projectif. 

Modules a droite 

De maniere analogue, nous pouvons definir la notion de connexion pour les modules a 
droite. Si N est un A-module a droite, une 17-connexion sur N est une application lineaire 
V : N —>■ N 0^4 17 1 telle que V(na) = V(n)a + n 0a d(a) pour tout n G N et a e A. 


1 ou simplement connexion sur M si il ne peut y avoir de confusion 
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Connexion duale 

Lorsque Ton a une connexion V sur un module M, il est possible de lui associer une 
connexion V* sur son dual 2 M* en posant : 

(m, V*(n)) = d((m, n)) — (V(m), n) VmGM,neM*. (2.3) 

Connexion hermitienne 

Lorsque Ton a un module M hermitien, c’est-a-dire un module M sur *-algebre A 
dote d’une structure hermitienne h : M x M —> A, une connexion V est elite hermitienne 
lorsque Ton a : 

d(h(m,n)) — h(ym : n) + h(m,\ / n) \/m,n € M. (2.4) 

Transformations de jauge 

De meme, nous pouvons introduire une notion similaire a celle de groupe de trans¬ 
formation de jauge sur les fibres vectoriels. Soit M un A-module a droite. Le groupe 
Aut(M) de tous les automorphismes de M agit sur l’espace affine des connexions sur M 
de la maniere suivante : 

v -> V u = U~ x o Vof/ , (2.5) 

ou U £ Aut(M) (on a naturellement Aut(M) C Aut(M g)^ F2)). 

Si A est une *-algebre et M un module avec structure hermitienne h , alors le sous- 
groupe de Aut(M) constitue des elements U qui preservent h, c’est-a-dire, tel que 

h(Um,Un) = h(m,n ) Vm,n G M 

sera appele le groupe de jauge. On le notera Aut (M, h) et ses elements seront appeles 

transformations de jauge de M. 

2.1.1 Connexions sur un bimodule 

Nous avons vu precedemment que la notion de bimodule est deja presente dans la 
definition de connexion sur un module simple. De plus, la question de definir la notion de 
connexion sur un bimodule se pose des que Fon travaille avec une algebre avec involution 
et que Fon veut etudier des notions de realite sur les modules. II est done naturel d’essayer 
cl’etendre cette notion aux bimoclules. 

Pour un bimodule, il est delicat d’appliquer la definition de connexion que nous avons 
donnee precedemment car nous devons pour cela oublier la structure de bimodule et consi- 
derer un bimodule M comme un module simple, a gauche ou a droite. Cette demarche n’est 
pas tres satisfaisante et il est alors souhaitable d’avoir une notion de connexion se servant 
de la structure de bimodule. De maniere plus precise, nous voudrions qu’une connexion 
sur un bimodule soit une application lineaire entre bimodules. C’est, par exemple, ab- 
solument necessaire pour discuter de la notion de connexion lineaire ou le bimodule en 
question est un calcul differentiel. 

Une notion de connexion a ete proposee dans |Mou951 IDVM96b] et est la suivante : 

2 Le dual d’un ^4-module a gauche M est l’ensemble des homomorphismes de A-modules a gauche de 
M dans A. 
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Definition 2.1.2. Soit M un A-bimodule. Une ^-connexion a gauche du A-bimodule M 
est une id-connexion V du module M considere comme A-module a gauche tel qu’il existe 
un homomorphisme de bimodule a : M ®a fi 1 — 1 ► id 1 M tel que : 

V(ma) = V(m)a + cr(m da) . (2.6) 

Nous pouvons egalement donner une definition similaire de connexion a droite sur un 
bimodule. 

Avec cette definition, il est possible de definir (voir [IMon95j l une notion de produit 
tensoriel sur des connexions, ainsi que les notions de connexion duale et connexion her- 
mitienne, comme nous l’avons fait pour les connexions sur des modules simples. 

Connexion et operateurs differentials 

II est egalement possible de voir (c./. DVMfMib ') les connexions sur les bimodules en 
terme d’operateurs differentiels du premier ordre dans les bimodules. Cette approche est 
plus proche de ce que nous allons voir par la suite. Pour plus de precisions, nous renvoyons 
le lecteur interesse sur cet article. 

Nous allons maintenant voir une autre notion de connexion qui part d’un autre point 
de vue sur les connexions dans le cadre des fibres vectoriels sur une variete et qui sera 
basee sur les derivations. 

2.1.2 Connexions basees sur les derivations 

Nous allons maintenant voir une notion de connexion qui fut proposee dans [DVM96c j. 
En geometrie ordinaire, une connexion peut etre vue comme une application qui releve un 
champ de vecteur sur la variete de base d’un fibre vectoriel en un champ de vecteur sur 
le fibre. On appelle souvent cela “transport parallele”. II est ainsi naturel de considerer la 
definition suivante pour une connexion algebrique : 

Definition 2.1.3. Soit A une algebre et M un A-bimodule. Une connexion est une appli¬ 
cation V qui a toute derivation X e Der(A) sur A associe une derivation Vx € Der(A, M) 
sur M. 

Cette definition a l’avantage de pouvoir s’appliquer a toutes les categories de modules 
(il suffit de considerer un module a gauche comme un bimodule avec une structure de 
module a droite triviale). Nous avons vu precedemment que Der(A) est un Z(A)-module et 
est intimement lie a la notion de bimodule central. D’autre part, dans la situation classique 
(geometrique), une connexion est une application lineaire par rapport a la multiplication 
par une fonction sur la base. Il est done naturel de se restreindre aux A-bimodules centraux 
et de considerer plutot la definition suivante : 

Definition 2.1.4. Soit M un A-bimodule central. Une fi2Der(^4)-connexion sur M est une 
application lineaire : 

V : Der(A) -> End A (M) (2.7) 


telle que 


V*x(m) = zVx(m) 

Vx(amb) = aVx(m)b + X(a)mb + amX(b) , 


( 2 . 8 ) 

(2.9) 
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pour tout m G M, tout X G Der(A), tout z G Z(A) et tous a, 6 G A. 

Lorsque A a une involution, nous pouvons definir une notion de realite de la maniere 
suivante : 

Definition 2.1.5. Soit A une algebre involutive et M un A-bimodule central avec invo¬ 
lution, alors une fi Der (/l)-connexion sur M est dite reelle si Ton a : 

Vx(??7*) = (Vx(m))* Vm G M,X G Der K (A) , (2.10) 

oil Der R (A) := {X G Der(A)/(X(a))* = X(a*),Va G A}. 

Definition 2.1.6. La courbure d’une connexion V est un homomorphisme de Z(A)~ 
modules, definie par l’application lineaire antisymetrique : 

Der(A) x Der(A) —> Hom^(M) 

(• X , Y) i * Rx,y = VxVy — V y Va _ — V[.v,y] • 

La courbure verifie done les proprietes suivantes : 

R z x,Y ( m ) = zR x ,Y{m) 

Rxx(amb) = aR x ,Y{pn)b 

pour tout m G M, tous e Der(A), tout z G Z(A) et tous a,b G A. De ce fait, R est 
un element de Hom,zp4)(Az(A) Der(A), Hom^(M)). D’autre part, R satisfait de maniere 
canonique les identites suivantes : 

[Xx,Ry,z\ + [ V y , R-z : x] + [Vz, R. x .y\ = R[x,y],z + [V y■ R-z,x] + [Vz, R-x,y\ , (2.13) 

pour tous X, Y, Z G Der(A) et sont appelees identites de Bianchi. 

Un A-bimodule central M n’admet pas necessairement de connexions, mais dans le 
cas oil il en existe au moins une, on remarquera que l’espace des connexions sur M est un 
espace affine modele sur Hom 2 pi)(Der(A), Hom^(M, M)). 

Remarque. Cette notion de connexion peut etre reliee a la notion de connexion, plus 
generale, sur un bimodule qui a ete donne dans la section precedente. II faut pour cela 
introduire la famille de Z(A)-modules : 

n 

= Hornet A Der (A),M) . (2.14) 

Z(A) 

Une connexion V peut alors etre vue comme application lineaire de V : M —> Dp er (A, M) 
qui satisfait : 

V(amb) = da mb + aS7(m)b + am db Va,b G A, Vm G M , (2.15) 

ou les isomorphismes canoniques de bimodules entre [il, pr (A) D^ er (A, M) et M 

£2Q er (A) ont ete utilises. Cette approche peut se reveler assez riche et permet notamment 
dans le cas des connexions lineaires (quancl le bimodule est £2 Der (/l)) d’introduire une 
notion de torsion analogue a celle introduite dans la situation geometrique. Ce point de 
vue est largement developpe dans jiDVM96c j. 

Notons que pour une algebre donnee et un bimodule M sur cette algebre, il n’existe 
pas toujours de connexions sur M. Il est egalement possible de rencontrer la situation 
inverse, e’est-a-dire qu’il existe toujours au moins une connexion, cette connexion etant 
parfois canonique. Nous pouvons voir quelques exemples. 


( 2 . 11 ) 
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Le cas commutatif 

Dans le cas ou A est l’algebre C°°(M ) des fonctions indefiniment derivables sur une 
variete M para-compacte, de dimension finie, (flDer(Tl), d) est simplement le complexe 
(■ Q(M),d ) de de Rham et Der(C' 0O (M)) = Y(TM) est l’algebre de Lie des champs de 
vecteurs sur M. Si Ton considere le module r(i±7) des sections C°° d’un fibre vectoriel E au 
dessus de M, une connexion sur T(E) est alors une connexion au sens usuel (geometrique) 
du terme. 

Le cas ou Out(A) = 0 

Considerons maintenant une algebre A non commutative pour laquelle l’algebre de 
Lie des derivations exterieures est nulle,he. Out(M) = 0. Une telle algebre n’a, par defini¬ 
tion, que des derivations interieures, i.e. Der(M) ~ Int(M). On peut alors construire une 
connexion canonique V : M —> r2p er (yl, iff), definie par : 

Vad.(tra) =ad x (m) , (2.16) 

pour tout x G A et tout m G M. Cette connexion a une courbure nulle. 

La connexion canonique peut etre prise comme connexion de reference, puisque toute 
connexion V sur M peut s’ecrire sous la forme : 

V = V + T ou r G Hom^(A)(Int(yl), Hom^(M, M)) . 

Le cas ou le centre est trivial 

Dans le cas oil le centre de l’algebre est trivial, i.e. Z{A) — k ■ 1, alors la derivee de 
Lie 


X i—> L — i'\d T dix (2-17) 

definit une connexion sur les bimodules flp er (A) et £2p er (R). Ces connexions ont toutes 
une courbure nulle car la derivee de Lie est un liomomorphisme d’algebres de Lie. 

2.2 L’algebre des endomorphismes 

2.2.1 Motivations 

L’etude des algebres d’endomorphismes a ete motivee par les travaux effectues dans 
|DVMK89a^ IDVMK89b| IDVKMQflbl IDVKM90a| pour des algebres de matrices et de fonc¬ 
tions a valeurs matricielles. Ces algebres sont en fait des cas particuliers cl’algebres cl’en¬ 
domorphismes. 

Comme nous allons le voir, les algebres d’endomorphismes, munies cl’un calcul dif- 
ferentiel specifique, peuvent se substituer aux fibres principaux utilises habituellement 
pour decrire les champs de jauge en physique. Elies auront l’avantage d’inclure dans la 
notion de connexion non seulement les champs de Yang-Mills, mais aussi, des champs 
scalaires jouant des roles similaires aux champs de Higgs du modele standard. II avait 
en fait deja ete remarque que l’on pouvait retrouver de tels champs scalaires en faisant 
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des reductions dimensionnelles de fibres sur des varietes ayant des symetries particu- 
lieres |FM80llHK84i r FKSZ87| . L’ avantage d’une approche algebrique a partir d’algebres 
d’endomorphismes par rapport aux approches basees sur des fibres principaux, ou des 
techniques de reductions dimensionnelles, est que nous “gommons” tout l’aspect continu 
sur les fibres qui n’est a priori pas necessaire pour decrire la physique. De cette maniere, 
nous avons une description plus minimale des champs physiques que sont les champs de 
Yang-Mills et les champs de Higgs. 

Neanmoins, pour les algebres d’endomorphismes, les champs scalaires obtenus ne sont 
pas exactement ceux du modele standard et sont en fait plus nombreux. Notons qu’il est 
tout de meme possible, en considerant des algebres legerement differentes et un calcul dif¬ 
ferent iel non commutatif egalement different, d’avoir une description exacte du Lagrangien 

l oq9Q| . 


classique du modele standard |Con90al ICL9 

Ces types de modeles sont clone a voir, pour l’instant, comme des “modeles jouets” nous 
donnant un nouveau regard sur les theories de jauge. Ce regard different nous permettra 
peut-etre de surmonter un jour les diverses difficultes que Ton rencontre actuellement pour 
comprendre completement les theories quantiques des champs de ces modeles ou encore 
pour trouver un modele geometrico-algebrique permettant d’unifier les theories de jauge 
a la gravitation (qui est aussi une theorie de jauge, mais traitee differemment des autres). 

Notons egalement que les algebres d’endomorphismes sont des cas particuliers d’al¬ 
gebres construites a partir de fibres en algebres (n’etant pas necessairement des fibres 
d’endomorphismes). Ces algebres sont interessantes a etudier du point de vue de la K- 
theorie et peuvent etre classees par ce que Ton appelle les classes de Dixmier-Douady qui 
correspondent a des invariants topologiques de varietes. Les algebres d’endomorphismes 
etant Morita equivalentes a des algebres de fonctions orclinaires, la classe de Dixmier- 
Douady est nulle dans ce cas. Ces invariants possedent une interpretation en theorie des 
cordes et correspondent aux charges des D-branes... 


Les matrices 

Une des algebres d’endomorphismes la plus simple que Ton puisse considerer est l’al¬ 
gebre des endomorphismes d’un espace vectoriel C n , e’est-a-dire l’algebre M n ( C) des ma¬ 
trices complexes de taille n x n. Cette algebre n’a que des derivations interieures et 
l’algebre de Lie Der (M n ) = Int(M n ) peut etre identifiee a l’algebre de Lie sl n := sl(n, C). 
On montre que Ton a : 

fl Der (M fl )~M n ®A<, (2.18) 

ou si* est le dual de sl n . On note d' la differentielle sur ce complexe. 

Dans cette situation, il existe une 1-forme particuliere que Ton note 6 , definie par : 

i6 : Der(M n ) —» sl n C M n (2.19) 

ad 7 i —>7 -Tr( 7 )ll , ( 2 . 20 ) 

n 

pour tout 7 G M n . Cette 1-forme satisfait la relation : 

d \-i9) + Wf = 0 

et pour tout 7 G M n = f2^ er (M n ), 011 a d '7 = [id, 7 ]. 

Cette 1-forme 9 peut aussi etre vue comme la 1-forme canonique permettant d’identifier 
explicitement les algebres de Lie Der(M n ) et sl n . 
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L’algebre des fonctions a valeurs matricielles 

On peut maintenant compliquer legerement 1’exemple precedent en considerant l’al¬ 
gebre des fonctions sur une variete M a valeurs matricielles 21 = C°°(M ) 0 M n . Comme 
nous le verrons dans la section suivante, c’est l’algebre des endomorphismes d’un fibre 
vectoriel trivial au dessus de M, de fibre C n . Le calcul base sur les derivations pour cette 
algebre a ete etudie dans [ DVKMQOaj . Le centre de l’algebre 21 est exactement C°°(M ) et 
F algebre de Lie des derivations Der(2l) se decompose canoniquement en tant que module 
sur l’algebre C°°(M ) de la maniere suivante : 

Der(2l) = [Der (C°°(M)) 0 11] © [C°°(M) 0 Der(M n )] . (2.21) 

Cela implique la decomposition canonique du complexe de formes : 

0 Der (2l) = O(M) 0 ^Der(-^n) • 

La differentielle d sur 0 Der (2l) est alors la somme d = d+d' ou d et d' sont les differentielles 
qui ont ete definies dans les deux exemples precedents. La 1-forme 6 est bien definie dans 
flper(^) s i 011 l’etend sur Der(21) par Lapplication nulle sur les elements de T(TM). 

On peut deja a ce niveau definir la notion de connexion et voir apparaitre les champs de 
Yang-Mills et des champs scalaires. Ceci a ete fait dans cette situation dans jDVMKSQal 
IDVMKSQhl iDVKMQfiaj . 

Ces modeles sont developpes dans le chapitre Q1 

2.2.2 L’algebre des endomorphismes d’un fibre vectoriel 

Nous allons etudier dans cette section une algebre particuliere qui est l’algebre des 
sections du fibre des endomorphismes d’un fibre vectoriel complexe de fibre C n . Nous allons 
voir que cette algebre possede beaucoup de similarites avec la notion de fibre principal et 
qu’elle contient, en un certain sens, la notion de connexion sur un fibre principal et qu’elle 
en donne une generalisation naturelle. Cela nous permettra de mettre en rapport la notion 
de connexion non commutative avec les champs de Yang-Mills-Higgs en physique. 

Definition 2.2.1. Soit £ un fibre vectoriel de fibre C n associe a un fibre principal E de 
groupe de structure SU(n). Nous supposerons que la variete de base M est une variete 
differentiable de classe C°°, de dimension finie et para-compacte. On note End(£) le fibre 
des endomorphismes de £. C’est egalement un fibre associe a E. Ses sections sont a valeurs 
dans l’algebre des matrices de taille n par n. Ainsi, l’ensemble de ces sections forme une 
algebre que l’on notera 21. Cette algebre a une structure hermitienne naturelle, heritee de 
celle sur les matrices. On associe a cette structure hermitienne une involution que l’on 
notera a i—> a*, Va G 21. 

On peut voir [ DVM98 J que les deux calculs differentiels fiDer(2l) et 0|- )er (2l) coincident. 
Nous noterons d la differentielle sur f2 Der (2t) = O r)er (2l). 

Remarque. Nous avons vu dans la section H.d. 31 que la sous-algebre de Lie Int(2l) opere 
au sens de H. Cartan sur finer (21). Ainsi, les formes horizontales pour cette operation sont 
exactement les formes differentielles sur M a valeurs dans End(£), c’est-a-dire les formes 
tensorielles a valeurs dans End(£), et les formes basiques sont les formes differentielles 
ordinaires sur M. Dans ce qui suit, la notion d’horizontalite fera toujours reference a cette 
operation. 
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Le centre de I’algebre 

Le centre de l’algebre 21, Z(2l) est exactement l’algebre de fonctions C°°(M ) et on 
identifie / G C°°(M) avec /ll G 21. Nous pouvons definir des applications naturelles sur 
21 : 


Tr :2l —► C°°(M) et det :2l -> C°°(M) 

qui correspondent aux applications trace et determinant sur les fibres de End(£). 

On a egalement une application naturelle : 

p : Der(2l) -»• Der (C°°(M)) = F(TM) (2.22) 

qui n’est autre que l’application quotient, s’inscrivant dans la suite exacte courte d’algebres 
de Lie et de modules sur l’algebre C°°(M ) : 

0--Int(2l)--Der(2l)—^Out(2l) ~ T(TM) --0 . (2.23) 

Cette suite exacte courte generalise la decomposition que Ton a dans la situation 
triviale (12.2111 . Dans le cas ou le fibre n’est pas trivial, cette suite ne peut pas etre scindee 
canoniquement et pourra etre scindee grace a une connexion ordinaire. 

Connexions ordinaires 

A toute derivation X G Der(21), on peut associer un champ de vecteurs p(X) = X G 
T(TM) sur la base M. D’autre part, la 1-forme id definie precedemment est bien definie 
ici sur les derivations interieures Int( 2 l) par la relation : 

i6i ad 7 ) =7 -Tr( 7 )ll , 

n 

pour tout 7 e 21 . 

Remarque. Afin de simplifier les notations, nous considererons que pour toute derivation 
interieure sous la forme ad 7 , l’element 7 est sans trace. Ainsi, une derivation interieure 
peut etre consideree comme une section sans trace du fibre des endomorphismes de £. 
Nous noterons 2t 0 l’ensemble des elements sans trace de 21. 

Nous pouvons naturellement associer a une connexion V £ une connexion V sur End £ 
definie en prenant le produit tensoriel de la connexion sur £ avec la connexion V s * 
sur £*, le fibre vectoriel dual 3 * * de £. Nous pouvons alors associer a V 6 une 1-forme non 
commutative a G 0 |' )er ( 2 l) definie par la relation : 

a(X) = -i6{X - V x ), ou X = p(X) . (2.25) 

La 1-forme a prend ses valeurs dans 2lo et peut done etre consideree comme une 

extension a toutes les derivations de la 1-forme —id. Elle satisfait a la relation suivante : 

a(ad 7 ) = —7 V 7 G 2t 0 . (2.26) 

3 V £ est definie par la relation : 

X(e,e) = (V^e,e) + (e,V|e) (2.24) 


pour toutes les sections e de et e de £. 
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On voit deja sur cet aspect que l’algebre 21 joue un role similaire au fibre principal. 
Eli effet, l’application canonique V £ i—> a est un isomorphisme d’espaces affines entre 
l’espace affine des connexions SU(n ) sur le fibre £ et l’espace affine des 1 -formes non 
commutatives sans trace et antihermitienne sur 21 satisfaisant o(ad 7 ) = — 7 . Ainsi, les 
connexions ordinaires peuvent etre decrites par des 1 -formes non commutatives. 


Decomposition des derivations 

Grace a une connexion V £ sur £ et a la 1-forme non commutative qui lui est associee, 
toute derivation X G Der(2l) peut se decomposer de la maniere suivante : 


X — V p (;t) — ad a (^) . (2.27) 

Cette decomposition n’est pas canonique et n’est definie que par le choix d’une connexion 
sur £ et par l’application C' 0 O (M)-lineaire : 


r(TAf) Der(2l) 
X ^ V. Y 


(2.28) 


On voit ainsi qu’une connexion V f sur £ permet de scinder la suite exacte courte de 

modules sur l’algebre C°°(M ) et nous permet de decomposer toute derivation X G Der(2t) 
en une derivation “horizontale” V p ^x) et une derivation “verticale” (interieure) — ad Q (^). 
Ce point sera developpe un peu plus loin ou nous verrons qu’une telle connexion permet 
egalement de scinder d’autres suites exactes courtes etant en rapport avec le fibre principal 
E. Nous verrons egalement dans le chapitre 14.21 la suite exacte courte duale de (12.231) . 
Remarque. Notons que cette situation est similaire a la situation classique (commuta¬ 
tive) dans laquelle on peut interpreter une connexion comme une application lineaire qui 
a un champ de vecteur sur M associe un champ de vecteur sur un fibre principal. Nous 
verrons d’ailleurs a la fin de ce chapitre comment construire les classes caracteristiques 
usuelles a partir de ce type de decompositions. 


Differentielle covariante 

Tout comme dans la theorie des fibres principaux, nous pouvons introduire le concept 
de derivee covariante sur les formes non commutatives. 

Definition 2.2.2. Soit u e flp er (2l) et X 1; ..., X p+1 e Der(2l). La differentielle covariante 
de u est definie par : 

D : S!U») —* (n£(a))|H„, (2.29) 

u: 1 —> Du(X 1 ,..., X p ) = MV p{Xl) , • • •, V p (* p+1 )) , (2.30) 

ou (O^r (21)) |iior est le sous-espace horizontal vis-a-vis de Laction de Int(2l). 

Courbure 

De meme qu’une connexion V £ peut etre representee par une 1-forme a G Q| 1 )er (2l). 
la forme de courbure R £ de la connexion V 6 peut etre representee par une 2-forme non 
commutative. En effet, un petit calcul montre que l’on a la relation suivante : 

R £ (p(X), p(y)) = da(X, y) + [a(X), a(y)] = Da(X, y) VX, y G Der(2l), 
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Ainsi, R £ est representee par la 2-forme non commutative Da = da + a 2 = p*R £ qui est 
un element horizontal de f^ er (2l). Elle peut egalement s’exprimer de la maniere suivante : 

R S (X, Y) = Da(V x , V Y ) = -a([(Vx, V y ]) VX, Y G F(TM), 

Cette relation nous permet d’interpreter la courbure associee a une connexion ordinaire 
comme etant l’obstruction a ce que le sous-espace des derivations horizontales forme une 
algebre de Lie. 

On voit ainsi que la 1-forme a vient se substituer a la 1-forme de connexion sur le fibre 
principal E et joue un role tout a fait analogue. Nous verrons plus loin que la 1-forme a 
definit en fait une connexion algebrique sur le module 21 et que la 2 -forme da + a 2 est la 
courbure de cette connexion. 

Transformations de jauge ordinaires 

L’algebre de Lie des derivations reelles sur 21 agit naturellement sur l’espace des con¬ 
nexions SU(n) par la derivee de Lie definie sur f2 Der (2l). Si Ton restreint cette action aux 
derivations interieures, la derivee de Lie correspond alors aux transformations de jauge 
infinitesimales sur les connexions ordinaires. Ainsi, on a : 

£ad 5 « = -d£ - [a, £] = -L>£ , 

pour tout ( 6 d, avec Tr £ = 0 et £* + £ = 0 (ad^ est alors une derivation interieure 
reelle). Les elements £ sont exactement les elements de l’algebre de Lie du groupe des 
transformations de jauge de S. 

2.2.3 Relations entre f2Der(20 et les formes sur un fibre principal 

Nous allons voir que le calcul differentiel Oner (21) est intimement relie au calcul diffe- 
rentiel O (E) des formes de de Rham sur le fibre principal E. Cette analyse nous permettra 
de mieux comprendre le rapport entre l’algebre 21 et le fibre principal. D’autre part, ce 
point de vue nous sera utile comme outil de calcul et nous servira dans l’etude des con¬ 
nexions symetriques au chapitre suivant. Nous allons voir que l’algebre 21 peut etre vue 
comme la sous-algebre basique d’une algebre plus grosse ayant une structure particulie- 
rement simple. 

Nous rappelons que E est un fibre principal de groupe de structure SU (n) auquel est 
associe le fibre vectoriel S. Nous noterons C°°(E ) l’algebre des fonctions sur E. 

L’algebre 23 

Nous pouvons considerer l’algebre 23 = C°°(E ) 0 M n des fonctions sur E a valeurs 
matricielles. Nous notons alors (0 Der (23),d) = (O (E) 0 0 Der (M n ), d + d') son calcul diffe- 
rentiel base sur les derivations. 

Nous avons une application naturelle £ i —> £ E cjui associe a tout element £ G su(n) un 
champ de vecteur vertical sur E. II est alors facile de voir que l’ensemble {£ £ + ad^ / £ G 
su(n)} est une sous-algebre de Lie de Der(23) qui est isomorphe a su(n). Cette algebre de 
Lie definit une operation de Cartan (cf formule (12. 2. 31) 1 de su(ra) sur f2 Der (lB) dont la sous- 
algebre basique sera notee f2 Der ,Bas(23)- On montre I'M a,s99j alors que le calcul differentiel 
f^Der( 21 ) est isomorphe a la sous-algebre differentielle graduee f 2 Der,Bas(®)- 
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Nous allons ainsi pouvoir relier la 1-forme a associee a une connexion sur £ a la 
1-forme de connexion sur le fibre principal. En effet, une connexion SU{n ) sur E est 
clonnee par une 1-forme u>e sur E a valeurs dans su(n) C M n . Cette connexion permet 
de debnir une connexion V sur £ qui debnit a son tour une 1-forme a G flp er (2l). D’apres 
le resultat precedent, cette 1-forme vient d’une 1-forme a E G ODer,Bas( 23 ), qui n’est autre 
que a E = ojE — id-, ou d G fi}, er (M n ) est la 1-forme canonique debnie dans la formule (12.201) . 

La basicite de cette 1-forme est une consequence des proprietes sur u>e et id et en 
particulier l’equivariance de u>e- 

Liens entre les derivations 

Au niveau des derivations, le lien entre l’algebre 21 et l’algebre IB peut etre resume 
dans le diagramme commutatif suivant : 


0 0 


0 

0 


^Der(2l) --T (TVE) - -0 


Int(2l)--AT Der (2l) -^T m (E) --0 


Int(2l)-- Der(2l) — T(TM) -- 0 


0 0 0 


(2.31) 


Ce diagramme combine les derivations sur 21, les derivations sur IB et les champs de 
vecteurs sur E : 

- La rangee du bas est juste la suite exacte courte ordinaire reliant les champs de 
vecteurs sur M, les derivations generates et les derivations interieures sur 21. 

- Dans la colonne du milieu, A/D er (2l) C Der(23) est le sous-ensemble des derivations 
de IB qui preservent la sous-algebre basique 21 C 23 et -Z Der ( 21) C Der(iB) est le 
sous-ensemble des derivations sur IB qui s’annulent sur 21. Ces deux algebres de Lie 
ont ete debnies de maniere plus generate dans (M as M- Cette suite exacte courte est 
utilisee dans (M asQOl ] pour montrer que 2t est une “sous-variete non commutative” 
quotient de l’algebre 23. L’algebre de Lie E Der ( 21) est generee en tant que C°°(E)- 
module par les elements particulars ^ E + ad^ pour tout ^ G su(n). 

- La colonne de droite ne fait intervenir que des objets geometriques. L’espace Tm(E) 
est debni comme etant : 


Tm(E) = {X G T(E)/tt^X(p) = ir*X(p) Wp,p' G E tel que 7r(p) = n(p)} . (2.32) 

C’est l’algebre de Lie constitute des champs de vecteurs sur E qui peuvent etre 
envoyes sur des champs de vecteurs sur M en utilisant l’application tangente 7T* : 
T P E —> . On peut egalement voir cette algebre de Lie comme l’algebre de Lie 

des automorphismes inbnitesimaux du bbre principal E ou encore comme les champs 
de vecteurs sur E invariant sous Faction du groupe de structure de E , SU{n ). 
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Dans ce qui suit pour tout rj — f 0 £ E C°°(E) 0 su(n), nous noterons r] E E Y(TVE ) 
le champ de vecteurs / • sur E. En utilisant ces notations, tout element dans i3 Der (2l) 
peut etre mis sous la forme r/ E + ad,,, ou rj E C°°(E) 0 su(n). Ainsi, l’application qui 
envoie tout element rj E E Y(TVE ) sur r] E + ad,, E Z Der (2l) est un isomorphisme. 
Remarque. Le diagramme (12.dill a des similarites avec le diagramme presente en page 
12 de | DVM98) qui implique des structures d’algebroi'des de Lie. 


Role d’une connexion ordinaire 


Une connexion uje sur E permet de scinder trois suites exactes courtes dans le dia¬ 
gramme dZHIl) et ce de maniere compatible. Tout d’abord, cette connexion peut etre 
utilisee pour relever un champ de vecteurs X sur M en un champ de vecteurs horizontal 
X h sur E. Cela nous permet de scinder la suite exacte courte suivante : 


0- *-Y(TVE) - *-Y M (E) ->r(TM)--0 (2.33) 


en tant que suite exacte courte de C'°°(M)-modules. 

II a ete montre dans |DVMQ 8 j et rappele dans la section 12 . 2.21 que la connexion ue 
permet de scinder la suite exacte courte E 22 D de C'°°(M)-modules en utilisant l’appli- 
cation X i—>• Xx- Maintenant, en utilisant les notations introcluites precedemment, nous 
pouvons scinder la suite exacte courte correspondant a la colonne du milieu en utilisant 
l’application X i—> X E = p(X) h — ad a ^E, ou a(X) E est l’element basique dans associe 
a a(X) E 21 (notons que a(X) E = a E (X E )). 

Ainsi, nous pouvons decomposer tout element de A/D er (2t) en quatre parties, en rendant 
explicite les noyaux des deux suites exactes courtes dans lesquelles cet espace est implique. 

Toute derivation X G A/D er (2l) peut etre consideree comme une derivation de iB et 
s’ecrire sous la forme X = X + ad 7 , ou X E Y(E) et 7 G C°°(E ) 0 sl n . A ce point, nous 
pouvons voir que X est dans Y M (E) en utilisant la restriction de X au centre C°°(M ) de 
21 consideree comme une sous-algebre de 23. Une derivation X est un element de A/D er (2t) 
si et seulement si L^X G Bh>er(2l) pour tout £ G su(n). Cela veut dire qu’il doit exister un 
element 7 G C°°(E ) 0 su (n) tel que : 


lt E ,X] = r) E 


La = v 


(2.34) 


E 11 appliquant la forme de connexion loe sur la premiere relation et en utilisant l’equiva- 
riance dewj, on obtient : 

L^(ue(X)) = (.Lf + L^)MX)) = p . 

Introduisons l’element Z = — a E (3C) = 7 — ue{X) E C°°(E ) 0 5 l n . Alors L^Z = 0 pour 
tout £ G su(n), ce qui implique que Z E 2l 0 , ou ad^ G Int(2l). Ainsi, la derivation X 
peut etre reecrite comme X = X + ad 7 = X h + X v + ad WE (x)+z- Avec nos notations, on 

a X v = uje(X) e (partie verticale du champ de vecteur A"). Finalement, nous pouvons 
reecrire : 


X = + ad z + uj e (X) e + ad UE{jt) = X h + u E (X) E + ad UK(jt) + ad 


u>e(X) 


(2.35) 


^-^Der (21) 


Elnt(2l) 
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La situation peut etre resumee dans le diagramme suivant ou les applications permet- 
tant de scinder les differentes suites exactes courtes sont ecrites explicitement : 


AT Der (2l)--- -I'a, (/•.') 

( 7 T *X) h + w E (X) E + ad^-, - \X 

X E = p{X) h ~ ad aW X h 

T 7 F* 

X X 

:: - 'X V. 

Der(a) --- - f (TM) 


(2.36) 


Dans ce qui suit, DDer(2l) sera identifie avec la sous-algebre basique de D Der (fB) cor- 
respondante. 

Nous pouvons maintenant etudier les consequences de cette construction sur une 
connexion non commutative donnee par une 1-forme u G Op er (2l). Une telle 1-forme 
se decompose de la maniere suivante : 

u = a-<f>e [fl\E) 0 M n ] 0 [C°°(E) 0 M n 0 sQ 
avec la condition de basicite : 


(L^e + L a d ? )a — 0 + L a d ? )0 — 0 

i^a - i adf 0 = 0 

pour tout C, G su(ra). Nous avons decompose la derivee de Lie L et le produit interieur en 
une partie geometrique et une partie algebrique. 

A ce niveau, nous pouvons faire des commentaires generaux. Tout d’abord, la relation 
d’invariance sur a n’est rien d’autre que la condition d’equivariance pour une connexion 
ordinaire sur E. Cependant, la deuxieme relation empeche a d’etre une telle connexion. 
Cette relation generalise la relation de verticalite pour une connexion ordinaire et connecte 
la valeur de a sur un champ de vecteurs vertical aux valeurs de 0. Pour une connexion 
ordinaire, </> doit etre remplace par id et alors la relation de verticalite usuelle est retrouvee. 

Dans la deuxieme relation, l’invariance de 0 a une interpretation geometrique natu- 
relle. En effet, 0 peut etre vu comme une application E —> M n 0 si*. En utilisant les 
resultats standards de geometrie differentielle, la relation d’invariance sur <fi nous permet 
d’interpreter cj) comme une section d’un fibre vectoriel au dessus de M, associe a E, dont 
les fibres sont isomorphes a M n 0 sl*. Nous noterons ce fibre EndT 0 Erido £. Dans cette 
identification, la derivee de Lie sur M n 0 s 1* n’est rien d’autre que Taction inffnitesi- 
male de SU(n) sur M n 0 sl* qui intervient dans la construction du fibre vectoriel associe 
a E : End £ 0 Endg £. Ce type d’identification sera souvent utilise dans la suite. 


Connexion symetrique 


Considerons maintenant la situation suivante : 

Si l’on a une action d’un groupe de Lie compact connexe G sur le fibre principal E qui 
commute avec Taction naturelle du groupe de structure H = SU(n) sur E, alors, a tout 
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Y e Q , Falgebre de Lie de G , nous pouvons associer un champ de vecteurs Y E sur E. Ce 
champ de vecteurs induit une action de Cartan de Q sur f2(E). Cette operation s’etend 
naturellement en une operation sur fl Der (23) = Q(E) 2 Der (M n ) ou Q agit seulement sur 
la partie dependante de E. Du fait que les actions de G et de H commutent, l’operation 
de Q laisse invariante la sous-algebre basique 21 de 23 et se restreint en une operation 
sur b2 Der (2l). Alors Faction originate de G sur E donne lieu a une action de Q sur 21. 
Cette action est celle que l’on utilisera pour caracteriser les connexions non commutatives 
G-invariantes sur 21 dans la section 18.21 

2.2.4 Point de vue local 

Dans cette partie, nous allons etudier plus precisement la relation entre les algebres 21 
et 23 du point de vue local. 

Objets locaux a partir de 21 

Caracterisons tout d’abord les objets locaux dans 21. Une telle discussion a ete faite 
dans [ DVM98, fM as99l | et nous en rappelons ici quelques points essentiels. Restreinte a 
un ouvert U au-dessus duquel le fibre End(£) se trivialise, Falgebre 21 est isomorphe a 
2lio C := C°°(F)®M n et nous pouvons associer a tout element a G 21, un element ai oc G 2li oc . 
Ainsi, au-dessus d’une intersection U fl U' ^ 0 de deux ouverts trivialisants U et U', nous 
avons des fonctions de transition g : U fl U' —> SU(n) qui relient a[ oc a a\ oc de la maniere 
suivante : 

G/joc ®loc • 

Nous pouvons aussi associer a toute derivation X e Der(2l), une derivation locale 
Aj oc e Der(G°°(17) ® M n ). Une telle derivation peut etre decomposee en deux parties : 

Aioc = X\u + ad 7loc , (2.37) 

ou X = p(X) (voir equation (12.221 ) ) et X\u est sa restriction a Fouvert U. II est possible 
de donner une expression explicite pour 7 i oc si Fon considere une connexion sur End(£), a 
laquelle on associe la 1-forme non commutative a et la 1-forme locale Ai oc e fl 1 (f/)0su(n). 
Alors on a : 

7ioc = A\oc{X\u) — a(X )ioc . (2.38) 

Au-dessus d’une intersection U ft U' ^ 0, X( oc et Aj oc sont reliees de la maniere suivante : 

X\u = x \u 

7ioc = Adg- 1 7ioc + g~ 1 X w (g) . 

Enfin, nous pouvons considerer les 1-formes locales. A tout element u G f2p er (2l), on 
associe un element u;i oc G DQ er (G°°(U) <g> M n ) au-dessus de U. Cette 1-forme locale se 
decompose naturellement en deux parties : u;i oc = a + 0 o* 6 l ouaG 0 1 (U) <8) M n , et 
0 G C°°(U ) ® M n (g) si* . Alors au-dessus d’une intersection U fl U' A 0 , ^loc et uj[ oc sont 
relies de la maniere suivante : 

a! = Ad 9 -i o a — Ad 9 -i o0 o Ad 9 o g*0 H 
4>' = Ad 9 -i o0 o Ad 9 , 


(2.39) 
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ou 9 H est la forme de Cartan usuelle sur le groupe H et g*6 H = g~ l dg. 

Les fonctions de transition ressemblent a cedes rencontrees pour les theories de jauge 
usuelles (en geometrie ordinaire). Dans le cas present, ces relations sont “twistees” par le 
champ scalaire </>. 

Objets locaux a partir de 25 

Voyons maintenant les relations entre ces objets locaux et les objets locaux que Ton 
peut obtenir a partir de l’algebre 23 = C°°(E ) 0 M n restreinte a des ouverts trivialisants 
de E. Tout d’abord, considerons une section locale s : U —> E. Nous pouvons lui associer 
l’application pull-back s* : C°°(E ) —> C°°(U ) qui s’etend de maniere triviale en une appli¬ 
cation s* : 23 — * C°°(U ) ® M n . Alors par definition, l’image de *Bn-Bas\u P ar l’application 
s* est l’algebre 2li oc obtenue par localisation de l’algebre 21 au-dessus de U. 

Pour les derivations, nous avons montre precedemment qu’avec l’aide d’une connexion 
ordinaire, il est possible d’associer a tout element X G Der(2t), un element X E G A/"(2l) C 
Der(23), ou explicitement X E = p(X) h — ad a (x) E - De maniere analogue, en utilisant 
l’inclusion h 2 Der ( 2 l) <—> f 2 Der(®), on peut associer a tout element u G h 2 Der( 2 l), un element 
zu e D Der (23)-ft_Bas- Alors nous pouvons comparer les expressions de w(X E ) et u(X). 
Au-dessus cl’un ouvert U C M trivialisant E et en utilisant l’expression locale d’une 
connexion sur E, on a : 


six) s *X\x Ai oc (A )|a; a d a (x)E , 

ou x G U. D’apres la basicite de la 1-forme w, nous pouvons montrer que 

^loc (Ajoc) S (^ r |f/(‘^ , |[/) ) ® W|C/(A’loc) ) 


et que 


S*W\u — Wioc . 

Cela generalise le resultat precedent obtenu pour les elements des algebres 21 et 23, et on 
a de maniere plus generale : 


s Dj3 er (23)7^_B as |{/ D Der (2li oc ) . 

Cette relation montre que Ton peut obtenir des expressions locales u)\ oc soit a partir de la 
1-forme u G DQ er (2l) en se restreignant a un ouvert trivialisant de 21, soit a partir de la 
1-forme w G Dp er (iB) w _Bas en se restreignant a un ouvert trivialisant de 23. Cela montre 
encore une fois le role similaire que peuvent jouer l’algebre 21 et le fibre principal E. 

Enfin notons que les relations de transition Esnp auraient pu etre obtenues en consi- 
derant la 1-forme w au-dessus des intersections U fl U' ^ 0 d’ouverts trivialisants, avec 
les relations de transition s' = s ■ g entre sections locales s : U —>■ E et s' : U' —> E. 

Objets locaux exprimes grace a une connexion de reference 

II a ete montre dans |Ma,s99| que si Ton choisit une connexion de reference, alors il 
est possible chexprimer les 1-formes locales en terme de tenseurs qui se transforment de 
maniere homogene. 
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Soit u E n Der (0l) une 1-forme non commutative et uji oc E fi(U) 0 f2 Der (M n ) sa forme 
locale. Pour obtenir les relations de transition m . nous avons decompose u;i oc de la 
maniere suivante : 


wioc = a + (ft o i0 , (2.40) 

ou a E fl 1 (f/) 0 M n et (ft E C°°(U ) <E> M n 0 st* . Cette decomposition est naturelle vis-a-vis 
de la decomposition (1071) des derivations locales. Comme nous le voyons dans la formule 
(EH), les relations de transition sont relativement compliquees et pour des formes de 
degre plus eleve, on obtiendra des expressions difficilement manipulables. 

II est done preferable de decomposer les formes locales autrement, et ce, grace a une 
connexion de reference V £ sur £. On note a la 1-forme non commutative qui lui est 
associee et A\ oc la 1-forme de connexion locale sur un ouvert U. 

Alors d’apres la formule (12.881) . la forme locale uii oc peut se decomposer de la maniere 
suivante : 


Wioc = a - (ft O cq oc , (2.41) 

ou a E O 1 (CC) 0M n: et (ft E C°°{U ) 0 M n 0s 1*. On peut passer de la decomposition (12.401) 
a la decomposition (12.411) en faisant le changement de variables : 

CL = Cl + (ft O Ai oc 

4> = <ft ■ 


Ainsi, les relations de transition lors d’un changement de carte sont les suivantes : 

a! = Ad 0 -i o a , 

(ft' = Ad 9 -i O (ft O Ad, . (2 ' 42) 

Ces relations de transition sont liomogenes et tous les termes inhomogenes de (12.891) out 
ete absorbes par la forme locale a. 

On reconnait la les relations de transition pour des formes tensorielles sur un fibre 
principal. En effet, dans la decomposition flOH) , tous les objets peuvent etre definis 
globalement et done cette decomposition reste vraie pour une 1-forme globale. Ainsi, un 
element to E fl Der (2l) peut toujours se mettre sous la forme : 

u = a o p — eft o a , (2.43) 

ou a E hl 1 (M, End (A)) est une forme tensorielle et (ft E C°°(M , F) est une section du fibre 
F associe a E dont les hbres sont isomorphes a M n 0sl*. Nous montrerons au debut de 

la section roi que cette decomposition globale peut etre obtenue de maniere plus directe. 

Remarque. Nous avons obtenu cette decomposition en passant par une decomposition 
locale, mais nous aurions pu egalement l’obtenir en passant par l’algebre 23. 

II est possible de faire une decomposition similaire a la decomposition (12.481) pour des 
formes de degre plus eleve et on obtient alors des relations de transition homogenes pour 
les formes locales associees (voir jMa,s99 j). Nous verrons dans la section roi que cette 
decomposition a l’aide d’une connexion de reference est egalement utile lorsque Ton a une 
operation de Hodge associee a une structure Riemannienne. 
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2.2.5 Morphisme de Chern-Weil 

L’algebre des endomorphismes peut egalement se substituer au fibre principal afin de 
construire les classes caracteristiques usuelles. Habituellement les classes caracteristiques 
sont obtenues par le morphisme de Chern-Weil associe a un fibre principal. Nous allons 
voir dans cette section que ce morphisme peut etre construit directement a partir cl’une 
algebre d’endomorphismes. 

Nous allons nous inspirer de la construction donnee par Lecomte dans [ Lee HU, oil il est 
montre que le morphisme de Chern-Weil peut se voir comme etant l’obstruction a scinder 
la suite exacte courte d’algebres de Lie associee aux automorphismes infinitesimaux d’un 
fibre principal. Nous avons deja rencontre cette suite dans le diagramme USB et pouvons 
la rappeler ici : 

0- >-T(TVE) -T w (£)^r(TM)-^0 . 

Dans [Lee Ml, il est en fait montre que Ton peut developper une theorie des classes ca¬ 
racteristiques, parallele a la construction classique de Lhomomorphisme de Chern-Weil 
d’un fibre principal, dans un cadre purement algebrique relativement a toute suite exacte 
courte d’algebres de Lie. Cette construction etant donnee pour des algebres de Lie, e’est 
le complexe de Chevalley qui est utilise de maniere essentielle. 

Nous allons adapter cette procedure a la suite exacte courte d’algebres de Lie et de 
Z(2l)-modules (12.23(1 . Nous devrons remplacer le complexe de Chevalley utilise dans [Lee Ml 
par le calcul differentiel base sur les derivations D Der ( 2 l) afin de prendre en compte la 
structure de Z(2l)-module supplemental. Le fait de travailler avec le complexe D Der (2l) 
plutot qu’avec le complexe de Chevalley nous permettra d’obtenir directement le mor¬ 
phisme de Chern-Weil usuel contrairement a Lecomte [T^ec85j qui obtient le morphisme 
de Chern-Weil compose avec l’application induite en cohomologie par l’inclusion du com¬ 
plexe de Chevalley dans le complexe de de Rham, i.e. le complexe 0 Der (C' 0 O (M)). Cela 
induit dans jLec85j des effets non locaux associes a la cohomologie de Chevalley. Cela 
revient ainsi a travailler avec des objets locaux au sens de [Lec85j . Notons egalement que 
la suite (12.2311 est reliee a la suite precedente par le diagramme (12.311) . 

Nous pouvons ecrire la suite EH) de la maniere suivante : 

0--21 0 ^-Der(2l)^-r (TM) --0 , 

ou 2lo est identifiee a Int(2l) par l’application ad. Cette suite peut toujours etre scindee en 
tant que suite de Z( 2 l)-modules a l’aide d’une connexion V 6 sur £ a laquelle on associe 
un projecteur p*V : Der(2l) —> Der(2t), ou V = V s (8) V £ \ La courbure algebrique de ce 
projecteur (voir section I 2 . 2 . 2 D est la 2-forme non commutative horizontale p*R £ . 

Nous pouvons maintenant donner la construction de Lhomomorphisme de Chern-Weil 
a partir de 21. Remarquons que l’algebre de Lie 21 0 est un Der(2l)-module et un Z( 2 l)- 
module. On peut alors considerer un element 

f ^ (>S'I(2l)^0 Z(a) )Der(2l)-Inv , 

ou -kZ{ 21) est l’operation agissant sur la categorie des Z(2l)-modules decrite dans la sec¬ 
tion [HT21 Ainsi, / est une application Z(2l)-multilineaire symetrique de dans 

Z( 21) ~ C°°(M ) invariante sous Faction de Der(2l). La condition d’invariance se traduit 
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par : 


L x f = 0 WX e Der(2t) , 

ou la derivee de Lie est definie de maniere habituelle. Si Foil decompose les derivations en 
partie verticale et partie horizontale a l’aide de la connexion V sur End£, cette relation 
devient equivalente a : 

wx e r(M), 7 g 2 i 0 . 

On en deduit alors que / est constante (en tant que section sur M) et definit un polynome 
invariant sur sl(n) (on peut s’en convaincre en regardant ces relations localement, c’est- 
a-dire au-dessus d’un ouvert trivialisant de 21 ou 2l 0 — C°°(U ) ®sl(u)). La 2-forme de 
courbure R £ permet alors d’associer a une telle application un element de 

Q 2 q (M) ~ Op er (Ont(2l), Z(2l)) 
en saturant les arguments de /. On note cet element 

/v = ASf{R s ® ■ • • 0 R e ) , 

ou AS designe l’antisymetrisation par rapport a R £ . Par les techniques usuelles, on verifie 
que /v est un cobord, i.e. df'xj = 0 , et que la classe de coliomologie de /y ne depend pas 
de V. 

Nous avons ainsi construit une application lineaire 

J( S [(n)) ~ (5'z(2i)2to Z(2t) ) Der( 2i)- In v —^ H pah (M) 

f 1 —+ [/v] 

associant a tout polynome invariant sur sl(n) un element pair de la cohomologie de 
de Rham de la variete M. Ce morphisme s’identifie de maniere evidente au morphisme 
de Chern-Weil usuel. 

Cette construction nous permet ainsi de voir Fhomomorphisme de Chern-Weil (ou 
les classes caracteristiques) comme etant Fobstruction a pouvoir scinder la suite exacte 
courte de Z(2l)-modules (12.2311 en tant que suite exacte courte d’algebres de Lie et four- 
nit une interpretation naturelle des classes caracteristiques dans le cadre des algebres 
d ’ endomorphismes. 

Notons que dans le cadre des fibres principaux, ce morphisme peut etre obtenu par 
des methodes homologiques a partir du complexe de Weil construit sur Falgebre de Lie 
du groupe de structure d’un fibre principal qui est de dimension finie. Ici nous n’avons 
pas eu besoin de groupe de structure et avons travaille directement a partir de Falgebre 
de Lie Int(2l) ~ 2lo qui s’identifie a Falgebre de Lie du groupe de jauge. Cette algebre 
de Lie est de dimension infinie et nous en avons extrait les polynomes invariants par une 
condition d’invariance vis-a-vis de Falgebre de Lie Der(2l) (egalement de dimension infi¬ 
nie). La recherche d’une interpretation de cette construction dans un cadre homologique 
plus general est Fob jet de recherches en cours. 


Lvx.f — 0 
Lad-,1 = 0 
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Nous terminons par quelques remarques. Pour une algebre d’endomorphismes 21, il 
serait interessant de voir les liens possibles entre cette construction des classes carac¬ 
teristiques et d’autres notions algebriques, telles que la cohomologie basique de 21 (voir 
|DVM96a] ') ou encore son liomologie cyclique. Plusieurs indications menent a penser qu’un 
tel lien puisse exister. En effet, notons que 21 est equivalente de Morita a Falgebre des 
fonctions C°°(M) et done son liomologie cyclique redonne l’homologie de de Rham de la 
base H(M ) (cf. membre de droite du morphisme de Chern Weil). Notons egalement que 
la cohomologie basique de Falgebre M n ( C) sur laquelle est modelee 21 coincide avec les 
polynomes invariants sur M n ( C) (cf. membre de gauche du morphisme de Chern Weil). 
II serait aussi interessant de voir si cette construction a des liens avec la construction ha- 
bituelle du morphisme de Chern-Connes (voir |Lod92j par exemple) en geometrie non 
commutative. La notion de morphisme de Chern-Weil doit cependant s’en distinguer 
etant donne que sa construction n’est pas invariante de Morita (la dimension des fibres 
est fixee). II serait egalement interessant d’etudier les liens possibles avec la classe de 
Dixmier-Douady |DD63l IDix57j construite pour des champs continus de C*-algebres. 

Notons tout de meme que la construction que nous venons de faire peut s’adapter a 
toute algebre associative A, a partir de la suite exacte courte d’algebres de Lie : 

0 --Int(A)-^Der(A)—^Out(A)- -0 . 

La notion de classes caracteristiques et de fibre principal en geometrie non commuta¬ 
tive est egalement abordee dans [ CKMVz93i| pour des algebres admettant Faction d’un 
groupe de Lie de dimension hnie. 

2.3 Conclusion 

Nous avons montre dans ce chapitre comment traduire un certain nombre de notions 
geometriques, definies dans le cadre des fibres principaux, en des notions purement al¬ 
gebriques en rapport avec Falgebre des endomorphismes. Les algebres d’endomorphismes 
constituent ainsi un terrain d’etude interessant et pourraient etre utiles, de part leur res- 
semblance avec les fibres principaux, a etablir un dictionnaire plus complet entre geometrie 
differentielle et geometrie non commutative. Elies seraient en quelque sorte pour les fibres 
ce que sont les C*-algebres commutatives pour les espaces topologiques. En effet, e’est en 
etudiant les C*-algebres commutatives, qui sont equivalentes a des espaces topologiques 
(voir section Pi. I . 111 , que nous avons pu traduire differentes notions de geometrie en des no¬ 
tions algebriques equivalentes (ex : modules projectifs de type fini v.s. fibres vectoriels) et 
ainsi etablir un pont entre topologie et algebre. De maniere similaire, nous esperons que 
l’etude des algebres d’endomorphismes puisse permettre de traduire differentes notions 
de geometrie differentielle, en rapport avec la notion de fibre, en des notions algebriques 
equivalentes et ainsi contribuer a etablir un pont entre geometrie et algebre. 

A l’heure actuelle, une etude plus approfondie des classes caracteristiques pour les 
algebres associatives et le lien avec d’autres outils de la geometrie non commutative reste 
encore a effectuer et semble etre une direction de recherche interessante. 
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Chapitre 3 
Symetries 


Dans ce chapitre, nous allons reprendre et resumer certains travaux sur les connexions 
invariantes en geometrie differentielle. Comme nous l’avons vu precedemment, il existe 
un lien assez direct entre le calcul differentiel base sur les derivations d’une algebre cl’en- 
domorphismes et l’algebre des formes differentielles de de Rham sur un fibre principal. 
Les resultats que nous obtiendrons dans cette section, nous seront utiles pour les modeles 
physiques construits dans le cadre d’algebres d’endomorphismes. 

L’approche geometrique que nous allons suivre possede certaines similarites avec les 
modeles de theories de jauge sur des algebres non commutatives. Ces methodes furent 
meme les premieres a fournir une interpretation geometrique des champs scalaires de 
type Higgs. En ce sens, les modeles de geometrie non commutative, que nous verrons 
au chapitre El sont des versions algebriques et plus economes de ce type de modeles. 
Generalement, lorsque l’on utilise un groupe en physique, nous n’exploitons pas vraiment 
sa structure de variete. En effet, Fensemble des champs de vecteurs d’un groupe de Lie 
forme une algebre de Lie de dimension infinie. Or, on se contente generalement d’exploiter 
seulement la sous-algebre de Lie formee des champs de vecteurs invariants a gauche ou a 
droite qui est une algebre de Lie de dimension finie. 

Par exemple, dans le modele standard des particules, pour la description des symetries 
elites “internes” des particules, e’est en fait la structure d’algebre de Lie qui est utilisee 
de maniere essentielle plutot que la structure de groupe. Ainsi, les modeles de theories 
de jauge bases sur des algebres de matrices capturent la structure algebrique et “discrete” 
de ces constructions geometriques qui possedent, pour la description des particules, des 
degres de liberte continus superflus. 

Pour les symetries qui ne sont pas internes, ou faisant partie integrante des modeles 
que nous etudions, Futilisation de groupes de Lie peut toujours s’averer utile. Cela est 
le cas, par exemple, pour les symetries d’espace temps. Ainsi, si nous voulons etudier un 
probleme ou une situation physique possedant une certaine symetrie, par exemple une 
symetrie spherique ou une symetrie de rotation autour d’un axe, nous chercherons alors 
les solutions aux equations du mouvement invariantes sous Faction de ce groupe. 

La construction que nous allons voir joue done un double role dans cette these. Elle 
nous permettra de presenter les modeles geometriques qui ont precede les modeles de geo¬ 
metrie non commutative et de bien voir les differences entre ces deux approches. D’autre 
part, cette construction nous fournira des outils pour pouvoir caracteriser les degres de 
liberte d’une connexion non commutative invariante sous Faction d’un groupe de symetrie 
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et ces resultats seront exploites au chapitre El Les resultats presentes dans ce chapitre sont 
essentiellement ceux obtenus dans 


3.1 Connexions invariantes sur un fibre principal 

Plusieurs approches ont ete proposees pour l’etude des connexions invariantes sous 
Faction d’un groupe de Lie et elles sont essentiellement de deux types : les approches “glo- 
bales”, etudiees dans (HK84llJP84llHVS8nj et les approches “locales”, etudiees dans | FM80 . 
IDro96| . Nous reprendrons les approches globales qui permettent de bien apprehender ce 
qui se passe geometriquement et nous ferons le lien avec les approches locales, souvent 
plus utiles pour faire des calculs explicites. 


3.1.1 Reduction de fibres principaux 

Considerons un fibre principal E(M, H ) de groupe de structure H. Nous adopterons 
egalement la notation suivante pour une fibration : 

H - -A—. 


Nous prendrons garde a ce que la premiere fleche ne soit pas une application mais sche¬ 
matise les fibres du fibre. 

Considerons maintenant un groupe de Lie compact G agissant a gauche sur E. Nous 
noterons cette action G D E et nous supposerons toujours que cette action commute 
avec celle du groupe H. Une maniere de garantir cela, est de considerer G comme un 
sous-groupe du groupe des automorphismes de E. note Aut (E). Dans ce cas, E est dit 
G-symetrique. La projection n induit alors une action G O M qui est caracterisee par le 
diagramme suivant : 


0-- Int(U)-- Aut (E) - -3- Out(-E') ~ Aut(M)-- 0 . 


II est egalement possible d’essayer de construire une action de G sur E a partir d’une 
action de G sur la base M et commutant avec Faction du groupe de structure H. Cette 
question a ete etudiee dans |HNd094j . Nous supposerons par la suite que cette action est 
donnee, et done, nous partirons toujours d’un fibre principal G-symetrique. 

Nous demanderons de plus que Faction du groupe G soit simple (voir HlUS80i JP84l| l. 
ce qui veut dire que la variete de base M a elle-meme une structure de fibre, dont les 
fibres sont isomorphes a un espace homogene G/G 0 . Ce fibre est obtenu par action du 
groupe G sur M et done Fespace de base est isomorphe a M/G. Les groupes d’isotropie 
de Faction de G sur M sont tous isomorphes a Go- Nous avons ainsi le diagramme de 
fibration suivant : 


G/G 0 --M--M/G . 

Considerons maintenant Fespace P = {x G M, G x = G 0 ), ou G x est le groupe 
d’isotropie associe a tout point x G M. Alors P est un fibre principal de groupe de 
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structure N(Gq)/Gq, ou IV (Go) est le normalisateur de Go dans G. Ce fibre sera note 
par : 


N(G 0 )/G 0 --P--M/G . 

Nous pouvons alors considerer le fibre M(M/G,G/Gq) comme etant un fibre associe au 
fibre principal P(M/G, N(Go)/Gq) pour Taction naturelle N(Gq)/Go O G/Gq. 

Une construction similaire peut etre faite sur E sur lequel le groupe S = G x H agit 
a droite par Taction : 


G x HxE —► E 
(9,h,P) 1 —* 9~ l vh ■ 

Notons tout d’abord que pour tout point p G E, il existe un homomorphisme canonique : 

Xp . G-jx^p^ * H , 

defini par la relation g 0 ■ p — p ■ \ p (go) pour tout g^ dans G jr ( p ). Le groupe d’isotropie S p 
cl’un point p dans E pour Faction EOS est done S p = {(g 0 , X p (g 0 ))/ go £ G 7r ( p )}. Tous 
ces groupes d’isotropie sont isomorphes et nous noterons Sq, correspondant a un point 
Po G E, Fun d’entre eux. Ainsi, le fibre E herite de la structure de fibre suivante : 

S/S 0 --P--M/G . 

On notera ciue Faction de S sur E est egalement une action simple. 

En procedant comme nous l’avons fait pour Faction de G sur M, nous pouvons definir 
un sous-fibre Q := {p G E, S p = Po} de E. II est donne par le diagramme de fibration 
suivant : 

N(S 0 )/S 0 ---M/G , 

ou N(Sq) est le normalisateur de S 0 dans S. II est remarquable que sur Q Fapplication 
A p |q est independante du point p G Q. Nous noterons alors cette application A : Go —»► H. 

Notons 7 tq la restriction de la projection 7 r a Q. II est facile de voir que i tq(Q) C P 
et que le noyau de ttq est isomorphe a Z 0 = Z(\(Gq), H ), le centralisateur de A(Go) dans 
H. On peut egalement montrer que ir(Q) possede la structure de fibre suivante : 

—-g— tt(q) . 

D’apres les definitions de base, nous avons : 

N(So) = {( g,h ) es/ ge N(G 0 ), h^X^h = X(g~ 1 g 0 g)yg 0 G G 0 } . 

Nous avons egalement une inclusion naturelle de Z 0 dans N(Sq)/So donnee par la com¬ 
position des deux applications du diagramme suivant : 

Z 0 ^ {e} x Zq c-- N(S 0 ) -- N(S 0 )/S 0 . 

De plus, Z 0 est un sous-groupe normal de N(S 0 )/S 0 et Fespace quotient (N(S 0 )/S 0 )/Z 0 
est un sous-groupe de A r (G 0 )/G 0 . 
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Toutes les observations precedentes se resument dans le diagramme suivant : 



Nous ferons attention a ce que certaines fleches dans ce diagramme ne represented pas des 
applications mais correspondent a des fleches de diagrammes de fibration. On notera que 
les fleches horizontales correspondent plutot a Taction du groupe H (ou de sous-groupes 
de H) et les fleches verticales a des actions des groupes G et S. Nous pouvons egalement 
verifier que le noyau de la projection 7 r(Q) —> M/G est isomorphe a (N(Sq)/Sq)/Z 0 . 


3.1.2 Connexions invariantes 

L’action G O E induit une action de G sur Tespace O 1 ^) des 1-formes sur E. Du fait 
que les actions de G et H commutent, cette action s’etend naturellement en une action 
sur Tespace affine des connexions sur E inclus dans Tespace ^(E) ®7d, ou 7i est Talgebre 
de Lie du groupe H. Pour tout u> G 0 1 (£ I ) et tout g G G, nous notons cette action par 
to 9 = g*u. Nous allons maintenant caracteriser une connexion G-invariante, qui satisfait 
to 9 = to pour tout g G G. 

II est utile de faire une decomposition des divers espaces tangents correspondant aux 
varietes introduces dans la section precedente. Nous allons faire ces decompositions a 
Taide des differentes actions de groupes. Tout d’abord, introduisons les notations suivantes 
pour les algebres de Lie correspondant aux differents groupes : 


Groupe 

G 

H 

N(G 0 ) 

Gq 

N(G 0 )/G 0 

Z 0 

S = G x H 

So 

N(S 0 ) 

Algebre de Lie 

Q 

n 

A/"o 

Go 

1C 

Zo 

s = G®n 

So 

Ns 0 


Soit, 

Q = A/o (± C, et 7d = Zq (± Ad , 

une decomposition d’algebre de Lie reductive 1 que nous supposerons aussi etre une de¬ 
composition orthogonale d’espaces vectoriels pour la metrique de Killing. II est facile de 

1 Une decomposition d’algebre de Lie g = b (± l est reductive si fj est une sous-algebre de Lie de g et 

si 1 est un sous-espace reductif, i.e. [t), 1] C L 
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montrer que nous avons la decomposition orthogonale d’algebres de Lie : 

A/" 0 = Go © K, ■ 


Alors, 

<So = {( Aq, \*X$)/Xq G Go} , 

ou A* : Go —* H est l’application tangente de A : G 0 —■> H. Ainsi, S 0 est isomorphe a Go- 
En utilisant cette identification, on montre que la decomposition 

Xs 0 — So © K, © Zq 

est une decomposition orthogonale d’algebres de Lie. En fait, tout element (Ai, £) G J\fs 0 C 
G x 7i peut etre ecrit sous la forme (AT, £) = (Xo + X/c, A*X 0 + Cz 0 ), ou X 0 G Go, X ^ G /C 
et £ Zq. 

Avec ces decompositi ons et les actions de groupe, on obtient alors une version infini- 
tesimale du diagramme ED : 



pour tout point q G Q C E avec ir(q) = x. On a alors la decomposition : 

T q E = T q Q®tf q ®M® , (3.2) 

ou (resp. Adj^) est le sous-espace parcouru par les vecteurs X q en q G E obtenus 
a partir des champs de vecteurs fondamentaux X E sur E associes aux vecteurs X G C 
(resp. X G M). 

Nous sommes maintenant prets a caracteriser une connexion G-invariante. Soit u G 
fl 1 (£') ®7 i une 1-forme de connexion G-invariante. Nous pouvons la restreindre a Q, sans 
perdre d’information, puisque ses valeurs sur E peuvent etre retrouvees par action du 
groupe G sur Q en utilisant le fait que G ■ Q = E. Alors pour tout q G Q, u>\ q peut etre 
evaluee sur les trois espaces vectoriels T q Q 1 C® et Ai® : 

- La restriction a M. q C H q est determinee par la relation u\ q (X q ) = X, pour tout 
X G Ad. II n’y a pas d’autres degres de liberte. 

- La restriction a T q Q donne une 1-forme /i definie par n(X) = u>(X), pour tout 
X G TQ. Elle satisfait la propriety d’equivariance suivante : 

g,h)t u Ad/j-i/i 


V(s, h) G N(S 0 ) , 
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ou R( 9 ,/i) est l’action a droite de IV (So) sur Q. En tenant compte de cette relation 
d’equivariance pour un element (go, A(go)) £ So, on peut montrer que g prend ses 
valeurs dans Z 0 . Cette relation d’equivariance restreinte a Z 0 fait de g une 1-forme 
de connexion sur le fibre principal Q(tt(Q), Z 0 ). 

- La restriction a C® induit une application : 

ifj q :C^H 

X ' . %{X) = u>,(Xf) . 

L’application ijj q satisfait la relation d’equivariance suivante : 

Ad h o ip q o Adg-i = i/jgqh-i V(g,h)eS. 

Alors pour tout ( 170 , A (go)) £ So, 011 a Ac?a( 3o ) 0 tpq 0 Ad -1 = 0 q . L’application q 1 —► 0 g 

y 0 

de Q dans F definit une section du fibre associe a Q : F c = Q x n(s 0 )/s 0 Fc, ou la 
fibre est definie comme etant l’espace vectoriel suivant : 

= {£ : £ - H, Ad x{go) o t o Ad g -1 = £} . 

Ainsi, u est completement determinee par les deux objets g et 0 decrits ci-dessus. 
Notons que g et 0 sont naturellement relies a des fibres principaux construits a partir du 
fibre E : 0 correspondant a une structure “verticale” sur le diagramme ea et g a une 
structure “horizontale”. 

II est possible 1.11*8 ll de decomposer la connexion u sur des objets ne faisant reference 
qu’au fibre F c . Pour cela, il est necessaire d’introduire une connexion A sur le fibre 
principal : 


(N(So)/So)/Z 0 --7r(Q)- ~M/G 

Alors la 1-forme de connexion g peut etre mise en bijection avec un couple {B, a) ou 

- B est une connexion sur le fibre principal Q(M/G, N(S 0 )/S 0 ). 

- a est une section de fibre vectoriel F K , ou F K = Q Xn(s 0 )/s 0 est le fibre associe 
au fibre principal Q(M/G, N(So) / So). L’espace vectoriel F/c est defini de la maniere 
suivante : 

F/c = {k : K —► H, Adx(g 0 ) oko Ad g - 1 = k} . 

(Notons la similarity entre F c et F K ). 

La correspondance entre g et le couple (B, a) est donnee explicitement par les rela¬ 
tions : 


f B = g + 7 t*A — g{ir* A)® 

\ a q ftqllCq 

E 11 particulier, 011 a pr^B = it* A, ou prjc est la projection de K, © Zq sur /C. A partir de 
ce point de vue, il est egalement possible mm de faire un lien avec les theories de type 
Kaluza-Klein, en voyant la connexion u comme faisant partie d’une metrique sur le fibre 
principal E. 
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3.1.3 Relation avec I’approche de Wang 

Du fait que nous ayons suppose que Taction du groupe G soit simple, Tespace M 
est localement isomorphe au produit cTespaces M/G x G/Gq. L’etude des connexions 
invariantes peut etre encore simplifiee en supposant que M = M/Gx G/Gq , ce qui revient 
a restreindre notre etude a des objets localises autour d’une orbite de G dans M. Dans 
cette section, nous supposerons clone que M = M/G xG/Gq. Cela nous permettra de faire 
le lien entre la construction precedente et les approches locales faites dans [HVS80IIFM801 
Bro9 6], Ce point de vue rejoint egalement celui de Wang donne dans |Wa,n58j . qui aborda 
le probleme des connexions invariantes sur des espaces liomogenes. Nous appellerons cette 
approche, approche “locale” par la suite. 

La structure relativement simple de M va nous permettre de faire une construction 
similaire a celle faite precedemment, mais en remplagant Tespace P par Tespace quotient 
M/G. Cela simplifiera grandement la structure des fibres dans les directions correspondant 
a G , ainsi que la decomposition des connexions invariantes. Nous pourrons meme aller un 
peu plus loin et classifier les fibres G-symetriques. 

Tout cTabord, de par la structure de M = M/G x G/G 0 , nous pouvons inclure M/G 
dans M, en Tidentifiant a M/G x {eGo} dans M. Alors, les fibres G-symetriques peuvent 
etre classifies par les couples ([A],Q), ou [A] est la classe de conjugaison d’un homomor- 
phisme A : Go —>• H pour Taction de G sur Go et Q est un fibre principal sur M/G de 
groupe de structure Zq = Z(A(G 0 ), H). En effet, etant donne un fibre principal E au 
dessus de M = M/G x G/G 0 , G-symetrique, de groupe de structure H , nous pouvons 
construire un couple ([A], Q) en considerant la restriction E\m/g de E a M/G. Definissons 
alors Q = {p G E\m/g/^p — A}, pour une application de reference A = A po . 

Reciproquement, nous pouvons associer a tout couple ([A],Q) un fibre principal G- 
symetrique. Nous pouvons construire le fibre principal suivant : 


Zq x Go- *~Q r = Q x G- M/G x G/Go 

defini pour Taction (z, go, q, g) ^ {q ■ zq, g ■ go). Considerons maintenant Taction a gauche 
de Z 0 x Go definie 2 sur H par : 


p : Zq x G 0 x H —> E[ 

(z,g 0 ,h) i—> 2 ■ X(g 0 ) ■ h . 

Nous pouvons alors construire un fibre associe a Q' : E = Q' X( ZoX g 0 ) H, de fibre H. On 
peut voir que E est un fibre principal G-invariant en considerant le diagramme commutatif 
suivant : 


Zq x Go ZqX Go 

H -- Q' xH — Q' = QxG 

H -- e - M = M/G x G/G 0 


(3.3) 


2 Remarquons que Taction des sous-groupes Zq et Go commutent. 
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ou Q' x H est aussi un fibre principal de groupe de structure H et G-invariant. On prendra 
garde a ce que certaines fleches soient des fleches correspondant a des diagrammes de 
fibration. 

La composition des applications E \—> ([A], Q) et ([A], Q) * E fournit une application 
E i—► E, qui est un isomorphisme de fibres principaux avec groupe de structure H et 
G-invariant. Nous pouvons realiser Tapplication inverse en considerant l’application qui a 
tout point ^(q, g, h) G E. associe le point g ■ q ■ h G E ou q G Q est considere comme un 
point de E. 

En utilisant cet isomorphisme, nous pouvons envoyer une connexion G-invariante sur 
E sur une connexion G-invariante u) sur E. Du fait que la projection 'L du fibre principal 
Q' x H de groupe de structure (Z 0 x Go) est aussi une application G-equivariante de 
fibres G-symetriques de groupe de structure if, on peut montrer (voir [ HVS80 , lho9(i et 
la demonstration dans le cas non commutatif traite dans la section 13. 2 .21) que peut 
etre ecrit sous la forme generique suivante : 

^*^1 (g,g,h) = Ad h -i (A|g o Q® g + Cu\q) + 6 H \ h , (3.4) 

ou u est une 1-forme de connexion sur Q(M/G, Z 0 ) et 9 G et 9 H sont les formes de Cartan 
usuelles definies sur les groupes G et H respectivement. L’application A G C 00 {Q)®Q* 
satisfait la propriety cl’equivariance : 

R! 0 A = Ad zo A V^o G Z 0 


et les relations : 

Ad X ( go ) o A O Adg- 1 = A Vfifo G G 0 

Aq(Xo) = A*(X 0 ) VA"o G Go et Vq G Q . 

Cette application caracterise ainsi une section du fibre associe a Q, de fibre Q* ® H et de 
base M/G et correspond a Taction adjointe de Z 0 sur EL. 


3.2 Connexions non commutatives invariantes 

3.2.1 Approche globale 

Nous allons maintenant caracteriser les connexions non commutatives invariantes sous 
Taction d’un groupe de Lie G compact. 

Soit Q, Talgebre de Lie de G. Une action de Q sur 21 est une operation de Cartan de Q 
sur Talgebre differentielle graduee T2 Der (2t) et nous considererons toujours Q comme une 
sous-algebre de Lie de Der(2l). 

Remarque. Nous procedons ici comme dans la situation geometrique, ou nous conside- 
rions G comme un sous-groupe du groupe des automorphismes du fibre principal. 

Une connexion non commutative fy-invariante sur le module a droite 21 est une con¬ 
nexion non commutative V qui satisfait la relation suivante : 

Y (\7 + V* (Ya) , 
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pour tout Y E Q, X E Der(2l) et a e 21. Si V est donnee par une 1-forme non commutative 
u, cette condition est equivalente a la condition suivante : 

LyU! = 0 , 


pour tout Y E Q. 

Nous allons maintenant nous servir de la caracterisation precedente des connexions 
ordinaires G-symetriques afin de caracteriser les connexions non commutatives invariantes 
pour Taction d’un groupe G. Pour cela, nous allons utiliser le fait que 21 est une sous- 
algebre basique de 23 = C°°(E ) 0 M n pour une action de LL = su(n) C M n bien choisie, 
ce qui nous permettra, en particulier, d’utiliser le diagramme CD- 

Une 1-forme de connexion non commutative G-invariante est un element 

UJ E (fl Der (2l))g_i nv — f^D er (23)-ft-Bas,c;-Inv 
et peut se mettre sous la forme suivante (voir section 12.2.31) : 

tv = a - (j) E ® M n ] 0 [C°°(E) 0 M n 0 Der(M n )*] . 

Alors a et 0 satisfont aux relations : 


L^(a — 0) = 0 (3.5) 

i^(a — 0) = 0 (3.6) 

Lx (cl — 0) = 0 (3.7) 

pour tout £ E LL = su(n) et tout X E Q . 

Remarque. Rappelons que pour une connexion ordinaire, on a 0 = iQ. Ainsi, les resultats 
de la section rrn pourront facilement etre retrouves. 

Grace a Taction du groupe G, nous pouvons restreindre a et 0 a Q C E. Alors a 
est completement determine par ses valeurs sur T q E pour tous les q E Q. L’application 
a q : T q E — * M n peut etre decomposee en plusieurs parties. Appelons n E fl 1 (Q) 0 M n la 
restriction de la 1-forme a aux sections de TQ. Par la relation JH3, on a n q (£f) = 4> q (0 
pour tout ^ E Zq. Cette 1-forme satisfait la relation d’equivariance : 

L{x£)H = (Lx + L^)/i = 0 V(X, ^) e Afs 0 <zQy.Lt. 

(Nous utilisons les notations de la section 13.1.21 Rappelons egalement que la derivee de Lie 
L ^ contient une partie geometrique et une partie algebrique). Alors en utilisant Tinvariance 
sous Taction de S 0 (cette action vient de Taction du groupe S 0 sur Q), on voit que /i prend 
ses valeurs dans Tespace vectoriel : 


Wo ■— Z(\*Qo, M n ) , 

le centralisateur de A *Q 0 dans M n . Par consequent, rj q := 4> q \z 0 prend ses valeurs dans Wo- 
On constate que Wo est une sous-algebre associative de M n sur laquelle Talgebre de 
Lie Zq agit par Taction adjointe. II est ainsi naturel de construire Talgebre differentielle 
graduee O^ 0 (Wo) = Wo 0 /\Zq qui ressemble au calcul differentiel finer (M n ) ~ M n 0 
f\s 1*. Sur f 02 o (Wo), la differentielle est definie par une formule de Koszul comme dans la 
formule (fun . ou Talgebre de Lie Z 0 remplace les derivations de Talgebre Wq. 
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Une autre propriety importante de Falgebre Wo est qu’il y a une application naturelle : 

Af So —► Der 0 W 0 ) 

(X,O^X Q + ^ Q + ad i . 

Notons que So est envoyee sur 0 par cette application et celle-ci se factorise en une appli¬ 
cation de Afs o /S 0 dans Der (C°°(Q) 0 Wo). Cela nous permet de definir une operation de 
Cartan de Afs o /S 0 sur F2(Q) 0 fl Zo (Wo), dont la derivee de Lie est donnee par : 

L(x,£) — LxQ+^q + L a ^ V(AF, £) G J\fs o /S 0 = /C 0 Zq . 

En particulier, cette operation induit une operation sur Falgebre de Lie Z 0 . que Ton notera 
L g, pour tout £ E Z 0 . 

La difference n — r) est naturellement un element de degre 1 dans Gl(Q) 0 Dz 0 (Wo). 
En utilisant les relations EH, EH et EH, il est alors facile de voir que : 

~ v) = 0 G 0 O 

hxA)fa-v) = 0 V(X,£) G J\f So . 

Cela implique que /i - 77 G {Gt(Q) 0 tyz 0 (Wo))^ 0 _ Bas - 

Maintenant, introduisons a G C°°(Q) 0 Wo 0 /\ JC* defini par : 

a(X) = fi(X Q ) \/X E K, . 

On a a E Wo 0 (C°°(Q) 0 /\ /C*)x-inv- L’action de /C est induite par Taction de Afs 0 sur 
C°°(Q) et par la derivee de Lie usuelle (induite par la structure d’algebre de Lie de JC) 
sur f\ 1C*. 

Nous pouvons maintenant introduire Falgebre differentielle graduee : 

n Zo+lc (M/G, Wo) := (fi(Q) 0 n Zo (Wo) 0 A X )(Zo+K.)— Bas , 

equipee de la differentielle naturelle, i.e. la somme de la differentielle sur chacune des 
composantes. Nous verrons plus loin pourquoi M/G a ete introcluit dans les notations. 

Cette algebre differentielle graduee nous permet de rassembler les applications fi, rj et 
a en une 1 -forme algebrique et on a : 

V-n-aEn^M/G^W 0) . 

Cette relation nous permet ainsi de caracteriser la restriction de a et </> a TQ de maniere 
simple. 

Regardons maintenant les composantes et A4® de T q E. En utilisant des arguments 
similaires a ceux utilises dans la section l3.1.21 la restriction de 0 := o,\ C Q definit une section 
du fibre vectoriel associe a Q(M/G,N{Sq)/Sq), dont les fibres sont isomorphes a l’espace 
vectoriel : 

Fc (M n 0 £*)5 0 -i nv = {£ : C —1 M n /L^x,\ t x)^ = 0 VA E Go} , 

ou {L^x ^£) (Y) = —l([X,Y\) + [£,F(F)] pour tout (X, £) E N(S 0 ). Dans cette relation, 
on utilise Faction naturelle de A F$ 0 sur Fespace M n 0 £*, pour laquelle Fespace vectoriel 
Tc C M n 0 C* est invariant, ijj E C°°(Q ) 0 Tc satisfait la relation d’equivariance : 

L{X£)il> = (L x e + £e + Lf X £))ip = 0 V(A, £) G Afs 0 ■ 
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Ainsi, on a 0 e ( C°°(Q) ® fc) {Zo+l q_ lnv - 

De la memo maniere, la restriction £ := cl\mq = 4>\m definit une section du fibre associe 
a Q(M/G, N(Sq)/Sq) dont les fibres sont isomorphes a l’espace vectoriel : 

Tm := (Mn ® Ad*) 5o -inv = {m : M -> M n /L$-^ x) m = 0 Vie Go} , 

ou (L^ ^m)(Y) = —m([X,Y}) + [£,m(F)] pour tout (A",£) e iV(«So). En effet, on a la 
relation d’equivariance suivante : 


£(«)< = (£*•«* + = o V(X, £) e A4 0 

et done C e (C“(Q) ® ^.Mi, Zill(:j . 

D’apres la relation : 

(M n © £*) 5o -Inv © (M n © Af*) 5o -Inv = {M n © (£* © M*)so-1nv == ? , 

C + 0 peut etre considere comme une section d’un fibre associe a Q(M/G, N(S 0 )/S 0 ) dont 
les fibres sont isomorphes a l’espace vectoriel T = El® JF M . 

Les resultats precedents peuvent se resumer par l’isomorphisme suivant : 

(«Ua)) e-i„ ^ n^M/G, w„) e p , 


OU 


P = (c' oo (g)®^) (M) _ Inv . 

Notons C := n° Zo+lc (M/G, W 0 ) = (^(Q) © W 0 ) ( ^ 0+ x:)-inv 5 alors Qz 0 +ic(M/G,yVo) est 
un calcul differentiel associe a C. L’algebre C peut etre interpretee comme l’algebre des 
sections du fibre associee a Q(M/G } N(S 0 )/S 0 ) dont les fibres sont isomorphes a l’algebre 
Wo- L’algebre C peut etre consideree comme une “reduction” de l’algebre 21 et les ele¬ 
ments de <S77(C) definissent des transformations de jauge sur l’espace de connexions non 
commutatives 21, (^-invariantes. Equipee du calcul differentiel Glz 0 +>c(M/G, Wo) et du mo¬ 
dule V, cette algebre constitue le bloc elementaire pour la construction des connexions 
G -invariantes sur 21. 

Remarque. Notons que les objets introduits sont naturellement relies a des structures 
de fibre au dessus de M/G , tout comme pour les connexions ordinaires invariantes. Ce- 
pendant, notons que dans le cas des connexions non commutatives, nous n’avons pas eu 
besoin de connexion de reference pour pouvoir redescendre les objets sur M/G. 

3.2.2 Approche locale 

Comme dans le cas classique, nous pouvons considerer le cas oil M = M/G x G/Gq. 
Nous utiliserons les notations introduites dans la section 13.1.31 L’idee est d’envoyer (par 
application pull-back) une connexion sur E vers une connexion sur Q' x H. Cela permet 
ainsi d’ecrire explicitement la decomposition d’une 1-forme de connexion, en utilisant en 
particular les formes de Cartan sur G et H. Nous allons generalise!’ cette construction pour 
les 1-formes de connexion non commutatives. Nous devons done passer a une approche 
plus algebrique et devons trouver les bonnes algebres sur lesquelles travailler. L’idee est 
d’envoyer les 1-formes de connexion non commutatives G -invariantes dans une algebre 
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difFerentielle graduee suffisamment “grosse”, sur laquelle elles prendront une expression 
relativement simple. Nous pouvons resumer la problematique dans le schema suivant : 


Q' x H 





? K- 


0(Q' x tf)®Q Der (M n ) 


\J/* 


® «d „(m„) 


L’algebre difFerentielle graduee que nous cherchons doit remplacer 21, de la meme maniere 
que l’espace Q' x H remplagait E. II est naturel de considerer cette algebre comme la 
sous-algebre basique de C'°°(Q / x H) 0 M n pour Foperation de Cartan de H. Alors le 
pull-back \l/*a; cl’une 1-forme de connexion CJ-invariante u e Oner(21) C Q(E) 0 0 Der (M n ) 
appartient a 0(Q' x H) ®fi Der (M n ). Du fait que Z 0 et G 0 n’agissent pas sur la partie M n 
de ces algebres differentielles graduees et que preserve l’invariance sous Faction de Q 
ainsi que la basicite vis-a-vis de 7 i, on a : 


\l/*a; G 


0(Q) 0 0(G) 0 O (H) 0 0 Der (M n 


G —Inv 
H —Bas 
(Z 0 x Go)—Bas 


L’avantage de travailler au niveau de Falgebre difFerentielle graduee 0(g) 0 0(G) 0 
O (H) 0O Der (M„) est que nous pouvons decomposer facilement les actions des groupes G, 
Go, Z 0 et H sur les differents espaces. Ces actions sont schematisees dans le diagramme 
suivant : 



ou les symboles L et R schematisent une action a gauche et a droite respectivement. 
Notons que Faction de Z 0 et G 0 sur O (H) commutent. 

Alors, en utilisant la 77-basicite et la G-invariance, un simple calcul montre que la 
1-forme ^*u> peut etre ecrite sous la forme generique : 

^* u \(q,g,h) = Ad h-' (u\q +kqoOfg + cfrqO Ad h o{Of h -iO)) , (3.8) 

ou 9 G et 9 H sont les 1-formes de Cartan sur les groupes G et H et id est la 1-forme alge- 
brique introduite en section HP1 II est naturel d’utiliser la 1-forme iQ dans cette relation, 
de maniere a rendre explicite Fidentification (EHHD - Dans la formule (dHl , on a : 

weO 1 ^) A e G°°(g) ®M n ®g* (f) e G°°(g) 0 M n 0si; . 

La Zo-invariance implique que : 

R* u = Ad- 1 o uj R* A = Ad„-i o A 

^0 Zq ZQ Zq 


Rt o 0 = Ad z -i 0(j)0 Ad Z0 , 
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pour tout zo G Z Q . Alors A et 4> peuvent etre consideres comme des sections de fibres 
associes a Q(M/G, Z 0 ). 

D’autre part, la Go-invariance implique que : 

Ad\( go )-iuj = UJ Ad X ( go )-i O A O Ad go = A Ad x{go) - 1 o 0 o Ad Kgo) = 0 , (3.9) 

pour tout go G Go- 

La (Go x Z 0 )-horizontalite nous donne les relations suivantes : 

A(X 0 ) = 0(A*X o ) VX 0 g£ 0 et £(zj) = 0(Z O ) VZ 0 G Z 0 . (3.10) 

Les connexions ordinaires (/-invariantes sont retrouvees dans la formule (EBD lorsque 
0=1. Dans ce cas, nous avons : 

^*^1 (q,9,h) = Adh-i [u\ g + A^ o + 6^ — iO 

qui est a comparer avec la formule E3)- Comme nous V avons deja explique, le terme sup- 
plementaire id est exactement ce qu’il faut pour pouvoir plonger les 1-formes de connexion 
dans le complexe des formes non commutatives. 

D’apres la relation d’equivariance JS21). A (resp. 0) est un operateur d’entrelacement 
entre la representation de Go sur Q c (resp. H c ) avec la representation de Go sur l’algebre 
M n ~ Vectc(l, 'H). Ainsi, par le lemme de Schur, cet operateur se decompose en une 
somme directe d’isomorphismes entre representations irreductibles isomorphes entre Q c 
(resp. 7i c ) et M n ~ Vectc(l, 'H). Si Ton demande que la connexion soit antihermitienne, on 
doit alors identifier les isomorphismes qui correspondent a des representations conjuguees 
les unes aux autres ou directement regarder les representations reelles. 

Remarque. Cette caracterisation “locale” des connexions non commutatives invariantes 
est equivalente a la caracterisation “globale”. Cela se voit en decomposant tous les degres 
de liberte dans les deux situations et en les comparant. 

D’apres la decomposition EBD, if est facile d’ecrire une expression locale sur M. Une 
section S : M — * E peut etre factorisee par une section locale s = sq x sq sur le fibre 
Q' = Q x G et une section sh sur le fibre trivial Q' x H. L’application 

S = 'b o sh o s 


est donnee par le diagramme suivant : 

Q'xH^A 

E 


sh 


:Q' = QxG 

I s=SqXs g 


M = M/G x G/G 0 


Alors, une 1-forme locale de connexion s’ecrit 

S*LV = s* O s* H O G D(M) ® D Der (M n ) . 

11 est utile d’ecrire une section S de la maniere suivante : 

S :M —> E 

m i—> d , (sg(m), sc(m), h(m )) . 
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On obtient finalement : 

50 = i4-i o 40 g + o A4 o (/i*f - i0)J . (3.11) 

II est interessant de regarder comment sont implementees les transformations de jauge 
“passives”. Dans la presente situation, il est naturel de regarder les transformations de 
jauge passives qui preservent les symetries de la 1-forme locale de connexion non commu¬ 
tative S*uj. II existe trois manieres de proceder. On peut multiplier : 

- sh a droite par un element ti E H , 

- sq par un element Zo E Z 0 , ou encore 

- s G par un element go E Go- 

Alors S est modifiee de la maniere suivante : 

S '—* 5" = 'L o (s^ • z 0 , s G ■ go, h ■ ti) . 

Nous pouvons reporter Paction sur Q et G sur une action sur H grace a l’equivariance de 
Papplication : 

'P ° (Sq • Zo, S G ■ go, h ■ ti) = 'L O ( S Q, s g , A(^ c j _1 ) • Ah 1 • h ■ ti) . 

Ce type de transformations de jauge sera illustre dans les exemples de la prochaine 
section. 


3.3 Exemples 

Dans cette section, nous allons appliquer les resultats generaux obtenus sur les con¬ 
nexions invariantes a deux exemples. Le premier exemple sera une generalisation d’une 
situation largement etudiee dans le cas classique [FM8nllWit77| . qui correspond a la situa¬ 
tion de la symetrie spherique pour une theorie de jauge avec groupe de structure SU(2) 
(voir egalement |i VG99 ] et ses references pour des exemples d’applications). 

Le second exemple sera purement non commutatif et consistera a prendre en conside¬ 
ration des symetries sur des algebres de matrices. 

3.3.1 Symetrie spherique 

Nous allons considerer la situation ou M = RxK 3 \ {0}. Le premier facteur est 
parametre par la coordonnee de temps t et le second facteur par les coordonnees d’espace 
(. x,y,z ) = r. Le groupe de symetrie est G = SU(2) et agit sur M 3 \ {0} par les matrices 
de rotations 3 . Alors G 0 est isomorphe a U(l), l’espace homogene G/Gq est isomorplie a 
la 2-sphere S 2 et M/G = lx M + *. Nous allons nous interesser a des theories de jauge, 
dont le groupe de structure est H = SU(2) et done pour la partie non commutative nous 
avons M n = M 2 (C). 

Nous pouvons tout d’abord traiter cet exemple par l’approche globa,le l3.2.11 Notons ciue 
de maniere generate, tout fibre principal de groupe de structure SU{2) sur M est trivial 


3 nous considerons l’espace K 3 \ {0} parce que nous voulons une action simple. 
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du fait que M = lx M + * x § 2 , ou M x M + * est un espace contractible et dim(§ 2 ) = 2. 
Alors, nous pouvons toujours identifier E , au fibre trivial : 

E = M x SU( 2) = M/G x § 2 x Af/(2) . 

Nous pouvons ainsi remonter Taction de G sur la base M en une action sur le fibre principal 
E. Pour cela nous devons specifier une action de G sur le groupe de structure //. Nous 
pouvons etendre cette action de maniere triviale, en considerant Faction ( g , h) i—> h\/g G 
G, V7i G El. Alors la theorie reduite est une tfieorie de jauge avec groupe de structure 
577(2) sur M/G et la situation n’est done guere interessante du point de vue de Faction 
du groupe G. Une action du groupe G sur plus interessante a etudier et naturelle dans 
notre situation car G = H, est la suivante : 

G x H —* H 
(g,h)y—> g-h . 

Avec cette action, on voit que Fapplication A est un endomorphisme et que nous pouvons 
considerer le fibre reduit Q de telle maniere que A = 11. Alors nous avons Z 0 = Go = U (1 )z, 
ou : 


U{l)z := {exp (2eT 3 ),e G M} 

et {T 1 ,T 2 ,T 3 } sont des generateurs antihermitiens de su(2) qui satisfont : 

[T 1 ,T 2 ] = T 3 [T 2i T 3 ]=T 1 [t 3 ,t 1 ]=t 2 

Le fibre reduit Q est isomorphe a M/G x {N, S'} x [/(1), ou N et S sont les poles sud 
et nord de la 2-sphere § 2 . Sans perdre de generality nous pouvons restreindre le fibre Q 
au point N, la relation de symetrie venant de Faction du groupe Z 2 correspondant a la 
conjugaison sur les nombres complexes. Dans la presente situation, le diagramme en 
devient : 



Ici nous avons £ = A4 = Vect r(Ti,T 2 ), 1C — 0 et Wo = Vectc(H, T 3 ). On peut alors 
facilement voir c[ue T ~ £ c © JCi c . Finalement, une connexion non commutative est 
caracterisee par deux sections i/> et ( sur M/G a valeurs dans Vectc(Ti, P 2 ) et une 1-forme 
non commutative /i — rj G ( Q(M/G ) (8) D(Wo)) 1 . Ici F2 1 (Wo) est simplement Wo du fait 
que Z 0 est un espace vectoriel de dimension 1. Si nous regardons seulement les connexions 
antihermitiennes, alors nous pouvons considerer seulement des espaces vectoriels sur M, 
et i/> et ( peuvent etre interpretes comme des champs scalaires complexes (cela est du au 


























80 


Chapitre 3 - Symetries 


fait que C = M ~ C). Dans ce cas, on a C — C°°(M/G) ® Wo et SU(C) = {e xTs = 
cos 11 + sin | T 3 , x e C°°(M/G)}. 

Dans cet exemple particular, l’approche “locale” de la section 18 .2 .21 est bien adaptee 
a la structure de l’espace de base M. Alors, nous allons faire le reste de cette analyse 
en utilisant ces techniques. Le fibre principal E peut etre construit a partir d’un fibre 
principal de groupe de structure U{ 1) et des classes de conjugaison [A] = [11]. 

Une connexion invariante est donnee explicitement par la formule (EH). Pour simplifier 
l’analyse, nous allons considerer seulement les connexions antihermitiennes sans trace 4 . En 
utilisant les notations et resultats de la section I8W21 nous sommes amenes a caracteriser 
la decomposition de la representation adjointe de SU{2 ) en representations irreductibles 
de U(l) z . La representation adjointe de SU{2 ) se decompose en la representation fon- 
damentale de 1 /( 1 ) sur VectiRT 3 et la representation de dimension 2 sur Vect^Ti, T 2 ), 
correspondant a la representation fondamentale de SO( 2). La propriety d’invariance (18.91) 
donne : 


A (Tj) — A 1 T 1 + A 2 T 2 0(W) — (j)\Ti + 0 2 T 2 

A(T 2 ) = — A 2 Ti + AiT 2 0 (^ 2 ) = —02 Tl + 01^2 

et en utilisant m et dsm , on a : 

A(T 3 ) = 0(T 3 ) = v t 3 , 


ou 77 est une fonction sur M/G. 

Choix de jauge (section locale) 

Maintenant, si nous voulons ecrire l’expression locale (EHTD de la 1 -forme de connexion, 
nous devons faire le choix d’une section locale ou choix de jauge. II y a deux jauges 
particulierement interessantes a considerer. 

Une premiere jauge, que nous allons appeler jauge “singuliere”, peut etre definie en 
considerant la section locale constante : 


sh-.Q'^Q'xH 

q ^ (q\ e ) . 

Le deuxieme choix de jauge naturel a considerer est le suivant : 

s G : § 2 -f SU{ 2) 

(i?, ip) 1 —i> g = e^e^ 2 , 

ou nous avons choisi (i?, ip) comme coordonnees locales sur § 2 , qui sont les coordonnees 
spheriques habituelles. Dans SU( 2), i?, p correspondent a deux des parametres d’Euler. 
Nous avons alors : 

S*uj = aT 3 + (A1T1 + A 2 T 2 )di 9 + (AiT 2 — A 2 Ti) sindd^j + r/T 3 cos{}dp 

- [(0!Tl + 0 2 T 2 )0 1 + (0iT 2 - hTi)9 2 + V T 3 9 3 ] , (3.12) 

4 Les termes avec trace dans une connexion correspondent aux termes proportionnels a 1 dans l’algebre 
M n = Vectc(il, H) et peuvent etre etudies independamment des termes sans trace. 
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ou a = a r dr + a t dt e tf(lx M + *) et id = T a 6 a . Cette 1-forme de connexion generalise 
ce qu’on appelle habituellement l’ansatz de Witten [ Wit771j qui est retrouve en prenant 
0i = rj = 1 et 0 2 = 0 (i.e. 0 = 11). Le terme correspondant a la 1-forme cosiM</? est souvent 
appele terme de monopole et on remarquera qu’il n’est plus constant dans notre approche, 
puisqu’il est factorise par une fonction g. Les singularity apparaissant dans (Era sont 
dues au fait que Ton essaye d’etendre le systeme de coordonnee spherique de maniere 
globale sur S 2 . Cette extension n’est pas possible dans cette jauge et c’est pour cela que 
nous l’appelons jauge “singuliere”. Cependant, nous pouvons introduire une autre jauge 
dans laquelle l’extension de cette 1-forme locale a une 1-forme globale est possible. Cette 
jauge est la jauge “reguliere” ou encore “radiale”, definie par la section suivante : 

S : M —> E (.3.13) 

(r,-d,ip) i—» 'b(sg(r), d pT3 e' &T2 , e' l?T 2 e _¥ ’ T3 ) . (3.14) 

Elle peut etre obtenue a partir de la jauge “singuliere” en faisant une transformation de 
jauge passive qui consiste a multiplier la section sh par l’element h! = e _,?T 2 e _¥ ’ T3 G H. 
Alors, en appliquant la formule (13.1 ID . la 1-forme locale s’exprime de la maniere suivante : 

S* u = aT r + Ai [T r , dT r ] — A 2 dT r 

. . (3.15) 

- 0! [T r , d T r ] + 0 2 dT r - r]T r 6 r , 


ou 


T r = sin d cos ip T\ + sin d sin ip T 2 + cos d T 3 
9 r = sin d cos ip 6 1 + sin i? sin ip 6 2 + cos d 0 3 

et d = d + d' est la differentielle non commutative introduite dans la section P L’ ab¬ 
sence de singularity s’explique simplement par le fait que les angles ($, ip) des coordonnees 
spheriques n’apparaissent pas explicitement dans l’expression (tout s’exprime en fonction 
du generateur T r ). Pour illustrer le fait que nous avons obtenu en fait une 1-forme glo¬ 
bale, nous pouvons donner quelques formules en coordonnees euclidiennes. Introduisons 
la notation S*u = a + A°;T a dx l — 4>^T a 9 b . Alors la formule (13.151) nous donne : 

A a Re( , 0 i(f>) Da , Im(^-*0) 

A-i — - - - - r j "T - - - 9 e ibc n 

06 = Re(0) P fe a + lm(0) g ac e hcd n d + rj h a h b 

avec h a = —, P 6 “ = 5“ — h a hi, g ab la metrique euclidienne et e abc le tenseur totalement 
antisymetrique tel que ei 2 3 = 1. Nous avons introduit les notations pratiques 0 = — A 2 + 
iAi et 0 = 0 i + i 0 2 . 

Finalement, nous voudrions montrer que les deux autres transformations de jauge 
passives (sur sq et Sq mentionnees a la fin de la section 13 .2 .21) peuvent etre effectuees. 
Elies vont en fait correspondre a des symetries U (1) residuelles. En terme des deux champs 
scalaires complexes 0 et 0 , 1 ’equation (ESP devient : 

S*iJ = aT r + Re(0 — i0)dT r + lm(0 — i0)[T r , dT r ] 

+ Re(-i0)d'T r + Im(-*0)[T r , d'T r ] - gT r 9 r . 
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Les transformations de jauge passives “f/(l)” correspondent aux transformations sur sg 
et Sq donnees par : 


so ^ so ■ e XoT3 
S Q^ S Q- eXlTs 


oil Xo( r ,t) et Xi(r, t) sont deux fonctions arbitraires de r et t, ce qui correspond aux 
transformations suivantes sur les champs 0 et a : 


0 ^ e *(xi+xo)^ 

a a - ?7d(xi + Xo) 


(3.16) 


Nous pouvons remarquer que les champs scalaires 0 et r) restent inchanges sous ces trans¬ 
formations de jauge passives. Nous pouvons egalement remarquer la similarity avec les 
transformations de jauge usuelles dans le cas abelien. 


Vraies transformations de jauge 

II est egalement possible de regarder a quoi correspondent les transformations de jauge 
du point de vue de la geometrie non commutative (voir section f2~2l) . Commengons par 
redefinir le champs 0 en posant 0 = 1 — 0'. Alors, une transformation de jauge symetrique, 
parametree par un element e xTs G 577(C), oil x es t une fonction sur M/G = lx R + *, 
nous amene aux transformations suivantes : 

cf) e _ * x 0 / 

0^e" ix 0 . (3.17) 

a a + d\ 

Notons que ces transformations ressemblent beaucoup plus a des transformations de jauge 
ordinaires. 


3.3.2 Un exemple purement non commutatif 

Nous presentons dans cette section un exemple purement non commutatif, dans le 
sens ou l’espace de base M est reduit a un point. L’algebre des endomorphismes 21 est 
alors tout simplement l’algebre des matrices M n c^ui fut traitee dans la section IQl Alors 
quelque soit le groupe G agissant sur cette algebre, nous avons G = G 0 et A est un 
homomorphisme de G dans H. Le probleme se reduit ainsi a caracteriser les connexions 
non commutatives G'-im-ariantes sur le module M n . Pour simplifier l’analyse, nous nous 
restreindrons comme precedemment aux connexions sans trace. 

La procedure generale a suivre est de tout d’abord etudier la representation A de G 
dans M n et ensuite de determiner comment la representation Ad H o A se decompose en 
representations irreductibles de G. Ces representations irreductibles correspondent aux 
differents degres de liberte d’une connexion non commutative invariants, c’est-a-dire un 
champ scalaire pour chaque operateur d’entrelacement entre representations equivalentes. 

Enfin, afin d’illustrer ce resultat, prenons le cas particulier ouG = SU(2 ). II est bien 
connu que les representations de 577(2) dans M n sont parametrees par les partitions de 
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n (voir (EESS1 par exemple). Par exemple, pour 21 = M 3 (C), les representations sont 
indexees par les partitions “1+1+1”, “2+1” et “3” de 3. Elies sont decrites de la maniere 
suivante : 

- la representation “1+1+1” correspond a la somme de 3 copies de la representation 
triviale. La representation Ad H o A est decomposee en la somme de 8 copies de la 
representation triviale de SU{2). Cela donne done lieu a 64 champs scalaires. Ce 
cas n’est pas tres interessant du fait que le groupe SU{2 ) n’agit pas sur M 3 (C). 

- la representation “2+1” correspond a la representation reductible de SU{2) qui est 
la somme de la representation fondamentale et la representation triviale. La re¬ 
presentation Ad H o A est decomposee en representations irreductibles de SU(2 ) de 
dimensions 3, 2, 2 et 1 (6 champs scalaires). 

- la representation “3” correspond a la representation de dimension 3 de SU( 2). Dans 
ce cas, la representation Ad H o A se decompose en representations irreductibles de 
SU(2 ) de dimensions 3 et 5 (2 champs scalaires). 
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Chapitre 4 

Modeles physiques 


Dans ce chapitre, nous allons voir differents modeles construits dans le cadre de la 
geometrie non commutative des algebres d’endomorphismes. Ce seront essentiellement 
des modeles de theorie classique des champs generalisant les theories de jauge. Nous sa- 
vons que les champs de Yang-Mills ordinaires peuvent etre decrits au moyen de connexions 
sur des fibres. La theorie des connexions sur des algebres non commutatives et le calcul 
differentiel non commutatif ont ete introduits dans le chapitre [21 et permettent de genera- 
liser ce type de modeles. Afin de pouvoir garder une interpretation en terme de theorie des 
champs ordinaire, les algebres que l’on considere sont generalement fortement reliees aux 
algebres de functions sur l’espace-temps. Comme nous l’avons vu, les algebres d’endomor¬ 
phismes peuvent se substituer completement aux fibres principaux lorsque Ton etudie les 
theories de jauge ordinaires. Le fait de travailler dans ce cadre va nous permettre d’obte- 
nir des generalisations des modeles ordinaires de maniere tres econome et de fournir une 
interpretation “geometrique” des champs de Higgs. 

Dans un premier temps, nous allons considerer des algebres d’endomorphismes corres- 
pondant a des fibres triviaux et nous verrons comment interpreter les champs de Higgs 
comme partie d’une connexion dans les “directions non commutatives”. Dans un second 
temps, nous etudierons ces modeles dans le cas d’algebres d’endomorphismes non triviales. 
Nous verrons qu’il est alors possible de definir la notion de structure Riemannienne sur 
une algebre d’endomorphismes et que la notion de connexion Riemannienne dans ce cadre 
permet de generaliser la theorie d’Einstein de la gravitation. Cette generalisation reproduit 
un mecanisme similaire a celui rencontre dans les theories usuelles de type Kaluza-Klein. 
Enfin, nous decrirons l’action de “Maxwell” non commutative pouvant etre construite a 
partir d’une telle structure Riemannienne. On verra que ce modele correspond du point 
de vue de la geometrie ordinaire a un modele de Yang-Mills-Higgs sur un espace courbe 
ou le mecanisme de Higgs usuel est couple de maniere interessante a la "geometrie” de 
1 ’ algebre d ’ endomorphismes. 


4.1 Modeles de Yang-Mills-Higgs et geometrie non 
commutative 

Ces types de modeles non commutatifs furent les premiers a utiliser la geometrie non 
commutative pour tenter de comprendre la structure du Lagrangien du modele standard et 
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furent etudies dans une serie de papiers |DVMK89al IDVMK89bl IDVKMQObl IDVKMQflal 
IDVMKQfj . D’autres approches furent egalement proposees dans |Coq 90, ICHS95| ou en¬ 
core dans [ CL91 j puis developpees dans ('('97 ICon96l ] afin de reproduire le Lagrangien 
classique du modele standard et Taction de Einstein-Hilbert au sein d’une ecriture extre- 
mement compacte. L’idee generate sous-jacente a tous ces modeles est de se donner une 
algebre A et un calcul differentiel T2 sur cette algebre, ainsi qu’un 4-module muni cTune 
D-connexion. 

Dans cette section, nous allons voir des exemples d’algebres A de la forme A = 
C ,0O (M s+1 ) (g) .Ao, avec A$ une algebre, et nous prendrons comme calcul differentiel celui 
base sur les derivations T2 = T2 Der (4) presente dans la section [OJ Les modeles construits 
sur ce type d’algebres ont alors une interpretation en terme de theorie de Yang-Mills cou- 
plee a des champs de Higgs qui sont la partie d’une connexion dans les “directions non 
commutatives”. Nous allons reprendre la presentation qui en est faite dans [ DV99 ]. 

Algebres matricielles 

Nous pouvons tout d’abord faire une description de la situation pour une algebre 
matricielle A = M n ( C). Toutes les derivations de M n (C) sont interieures, grace a quoi 
Talgebre de Lie Der(M n (C)) est isomorphe a sl n (C). 

Comme il a deja ete mentionne dans la section l2~2l on a : 

D Der (M n (C)) ~ M n 0 A< • (4.1) 

II est utile d’introduire une base de matrices E k: k G {1, 2,..., n 2 — 1} de taille n x n, 
hermitiennes et sans trace. Les derivations interieures d k = ad (iE k ) forment une base des 
derivations reelles. On a done DerR(M n (C)) ~ su(n) et [d kl de\ = C^d m , ou C' kl sont les 
constantes de structures de su(n) (ou sl(n)). 

On definit les elements 0 k E T2j ;)er (lH n ( ( C)) par la relation 6 k (df) = S k 11. Ces ele¬ 
ments engendrent Talgebre differentielle graduee T2 Der (M n ) qui admet la presentation 
suivante [ DVKM90b j (DV9n J : 

f EkEt = gut + (S% - \c^)E m 

E k e £ = 0 e E k 

< e k e e = -e E e k 

dE k = -c^E m e e 

_ df> k = -\ci m e'o m 

ou g k £ = g£ k , = S ^ sont reels, g k i sont les composantes de la metrique de Killing 
de su(n) et C k } = — sont les constantes de structures (reelles) de su(n). La formule 
donnant dE k peut etre inversee et Ton a : 

0 k = -- 2 g lm g kr E£E r dE m , (4.2) 

ou g ke sont les composantes de la matrice inverse de (g k i)- 
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L’algebre differentielle graduee Qr> cr (M n ) admet une 1-forme canonique 9 definie par : 

iO : Der(M n ) —■> sl n 

ad 7 i—> 7- -Tr(7)i , 
n 

pour tout 7 G M n . Elle satisfait la relation : 

d 'iO - ( i6) 2 = 0 . 


Elle sert egalement a exprimer la differentielle non commutative sur les elements de l’al¬ 
gebre M n : 


d '7 = [i6, 7 ] V 7 e M n = Oo er (M n ) . 

En composante, on a 6 = E k 9 k ou encore id = T k 9 k , ou T k = iE k est une base de 
generateurs antihermitiens de sl(n). Notons egalement que c’est une forme reelle, i.e. 
9 = 6*, et independante du clioix de la base ( E k ). 

Remarque. La forme uj = d,6 permet de definir une structure symplectique sur M n ( C) 
(voir j DVKMQOb j). De plus 9 est invariante, i.e. Lx9 = 0, et tout element invariant de 
f2p er (M n (C)) est un multiple de 9. Ainsi, 9 est un element canonique invariant de 

nb er (M n (C)). 


Connexions sur M n 

La *-algebre M n ( C) est une algebre simple avec seulement une representation irreduc- 
tible dans C n . Un module (a droite) projectif de type fini sur M n (C) est toujours de la 
forme M Kn { C), l’ensemble des matrices de taille K xn sur lesquelles M n ( C) agit a droite. 
Alors le groupe des automorphismes sur un tel module, Aut(M^ n (C)), est le groupe 
GL(K) agissant par multiplication a gauche. Le module Mk )U { C) est naturellement dote 
d’une structure hermitienne donnee par : 

, 

ou est la matrice hermitique conjuguee de <f>. Ainsi, le groupe de jauge est le groupe 
U (. K ) des matrices de taille K unitaires. 

0 

Le module Mjf in (C) admet une connexion canonique V donnee par : 

V<f> = -i$9 ou $ e M K)U ( C) . (4.3) 

Le fait que cela definisse une connexion vient de la relation : 

V($M) = (V<f>)M + $[i0, M\ (4.4) 

et de l’expression de d'M pour M e M n ( C). Cette connexion est hermitienne et sa cour- 
bure est nulle. 

0 

Nous pouvons alors ecrire toute connexion V sous la forme V<f> = V<f> + A$ ou 
A = A k 9 k avec A k G M k ( C) et A$ := (g) 9 k . La connexion V est hermitienne si et 
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seulement si les matrices A k sont antihermitiennes, c’est-a-dire A* k = — A k . La courbure 
de V est donnee par V 2< f> = A$ = F k $ 0 6 k 6 e avec 

F = ^([A k , A t ) - C^A m )6 k 9 l . (4.5) 

Alors V 2 = 0 si et seulement si les matrices A k forment une representation de l’algebre 
de Lie sl(n) dans C A . De plus, deux telles connexions sont dans la meme orbite vis-a- 
vis de Taction du groupe Aut(Mx, n (C)) = GL(K ) si et seulement si les representations 
correspondantes de sl(n) sont equivalentes. Cela implique DYKM901T que Vensemble 
des orbites des connexions plates hermitiennes (V 2 = 0) peut etre mis en bijection avec 
V ensemble des classes de representations de su(n) sur C A unitairement equivalentes. A 
titre d’exemple, pour n = 2, ces orbites sont classees par le nombre de partitions de Tentier 
K, i.e. card{(n r )| n r .r = A'}. On peut remarquer que Ton retrouve ici une relation 
analogue a celle trouvee dans le deuxieme exemple dans la section 13.3.21 

Fonctions a valeurs matricielles 

Nous pouvons maintenant revenir au cas A = C'°°(R S+1 ) 0 M n ( C). Soit x M , p G 
{0,1,..., s}, les coordonnees canoniques de M s+1 . On a : 

0 Der (C' oo (M s+1 ) 0 M n { C)) = 0 Der (C' 0O (R s+1 )) 0 0 Der (M n (C)) . (4.6) 

Ainsi, la differentielle d peut s’ecrire comme la somme de deux differentielles d = d + d', 
ou d est la differentielle le long de M s+1 et d' est la differentielle de 0 Der (M„(C)). 

Nous allons considerer des modules projectifs de type fini de la forme 0 00 (M S+1 ) 0 
Mk,h( C). Un tel module est dote d’une structure hermitienne naturelle : 

h($, tf)(x) = 4>(x)*^(x) Vx G M s+1 . 

En tant que C°°(lT +1 )-module, c’est un module libre et cela nous permet de definir, 
pour tout element $ G C'°°(M ,S+1 ) 0 M K}Tl ( C), la differentielle d de la maniere suivante : 

ddx>1 ■ 

Une connexion sur le C'°°(M S+1 ) 0M n (C)-module C°°(l s+1 )0M A ' in (C) est de la forme 

V$ = d'<4> - m + A$ (4.7) 

avec A = A^dx^ + A k 6 k , ou A M et A k sont des fonctions sur M s+1 a valeurs dans les 
matrices de taille K (i.e. des elements de C' 00 (M S+1 ) 0 Mk{ C)) et ou : 

A$(x) = A /J (x)^(x)dx fl + A k (x)<&(x)9 k . (4.8) 

Une telle connexion est hermitienne si et seulement si les matrices A^(x) et A k (x) sont 
antihermitiennes, Vx G M s+1 . La courbure de V est donnee par V 2< L = ou 

F = ^(<V^ _ dvAp + [An, A^dx^dx^F 

+ (d^A k + [A„ A k ))dx»6 k + l{[A k , At] - C%A m )0 k 0 e . (4.9) 
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Une connexion V est plate (i.e. V 2 = 0) si et seulement si chaque terme de la formule 
precedente s’annule et est clone equivalente de jauge a une connexion pour laquelle : 

A„ = 0 , d„A k = 0 et [A k ,Ai]=C%A. 

Deux connexions plates sont equivalentes de jauge si et seulement si les representations 
correspondantes de su(n) dans C A (donnees par les matrices At) sont equivalentes. Ainsi, a 
nouveau, Vensemble des orbites des connexions plates hermitiennes (V 2 = 0) peut etre mis 
en bijection avec Vensemble des classes de representations de su(n) sur C K unitairement 
equivalentes. 

Action de Yang-Mills 

Si l’on considere M s+1 comme l’espace-temps de dimension (s + 1), alors Talgebre 
C°°(R S+1 ) 0 M n { C) peut etre interpretee comme Talgebre des “fonctions derivables sur 
un espace temps non commutatif” et il est naturel de considerer Taction generalisee de 
Yang-Mills (sur un espace-temps euclidien) : 

||F || 2 = J d s+1 xtr ji - d v Ap + [A^, A v \) 2 

+ 2 A k \) 2 + - At) - C^A m ) 2 j (4.10) 

ou g, iu = 5 est la metrique sur Tespace-temps et la base E k des matrices hermitiennes 
n x n est choisie de telle sorte que g k t = Ski, he. Tr {E k Et) = n5 k t. 

On peut introduire une involution de Hodge sur 0 Der (M„(C)) et Tanalogue de Tin- 
tegration sur les elements de D^ e ~ 1 (M ri (C)) (essentiellement la trace). En combinant 
ces notions avec les notions equivalentes sur M s+1 , on obtient un produit scalaire sur 
^Der {C°° (ffi s_l_1 ) 0 M n ( C)) (Voir [ DVKMOObt DVMK89a j pour plus de details ainsi que 
dans la section 14.2.211 . 

Cette action de Yang-Mills non commutative correspond a Talgebre C°°(l s+ 1 )®M n (C) 
et peut etre interpretee comme Taction d’une theorie des champs sur un espace-temps de 
dimension (s + 1). Ainsi, cette theorie des champs correspond a une theorie de Yang-Mills 
U (. K ) avec potentiel de jauge A^x) couplee de maniere minimale avec des champs scalaires 
A k (x) a valeurs dans la representation adjointe. Ces champs scalaires interagissent entre 
eux par un potentiel quartique. 

Cette action est positive et s’annule pour les champs de jauge etant sur la meme orbite 
que le potentiel de jauge A^ = 0 et A k = 0. En effet, la condition II^H 2 = 0 est equivalente 
a F = 0 et done les orbites de jauge sur lesquelles cette action s’annule sont classees par 
les classes de representations de su(n) dans C A unitairement equivalentes. Ces differentes 
orbites peuvent s’interpreter comme les differents vides pour la theorie quantique des 
champs construite sur ce modele. Afin de pouvoir faire un developpement perturbatif de 
cette theorie quantique des champs, nous devons choisir un vide et developper les champs 
autour de ce vide. Cela correspond a faire une translation dans Tespace des champs. 
Ainsi, les variables A^, A k sont bien adaptees pour travailler autour du vide specifie par 
la representation triviale de su(n), A k = 0. Mais si Ton choisit un vide specifie par une 
representation R k de su(n), {i.e. [R k ,Rt] = Cj^R n ), on doit alors utiliser les variables 
Ap et B k = A k — R k (R k est identifie a une fonction constante a valeurs matricielles). 
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Si Ton fait ce changement de variables dans Taction, on observe que les composantes A M 
deviennent massives et que les champs scalaires B k ont des masses differentes. Ainsi, le 
spectre de masse de la theorie depend du clioix du vide indexe par R k . Ce mecanisme est 
tout a fait analogue au mecanisme de Higgs, a ceci pres que Tinvariance de jauge n’est 
pas brisee dans le present modele. En effet, le terme de masse du champ A M n’est pas 
invariant de jauge mais cela est compense par le fait que les transformations de jauge sur 
les champs scalaires B k sont inhomogenes. Ainsi, du point de vue de Interpretation en 
theorie des champs, les champs A k peuvent etre interprets comme des champs de Higgs. 

Ces modeles furent les premiers a proposer une action classique de type Yang-Mills- 
Higgs et ils admettent des variantes et des generalisations. En effet, nous avons choisi de 
prendre le calcul differentiel base sur les derivations, ce qui rend le modele assez rigide. 
II est possible d’utiliser d’autres types de calculs differentiels afin d’obtenir d’autres 
modeles de theories de jauge non commutatives dont interpretation en terme de theorie 
des champs est beaucoup plus proche du modele standard |Con90al ICL91I |Coq90| . II 
existe de plus une maniere elegante de combiner la notion de spineur avec la notion 
de calcul differentiel et de metrique [Con94j . On peut egalement donner une notion de 
realite |Con95| en geometrie non commutative, ainsi qu’une notion de principe de moindre 
action mm- 

Le probleme majeur de ce type de theories reste la quantification. En effet, lorsque 
que Ton quantifie une theorie des champs de type Yang-Mills-Higgs, la structure non 
commutative est perdue. Comme il est suggere dans pV99j .il pourrait etre utile d’avoir 
une symetrie de type B.R.S. , BPST-j j basee sur la geometrie non commutative qui garan- 
tirait une interpretation en terme de geometrie non commutative au niveau quantique. 
Malheureusement, aucune symetrie de ce type n’a ete trouvee a ce jour. 


4.2 Theories de jauge pour les algebres d’endomor- 
P h ismes 

Dans cette section, nous allons generaliser la construction precedente et construire 
Tanalogue d’une theorie Yang-Mills-Higgs sur un fibre non trivial a partir d’une algebre 
d’endomorphismes. Pour ne pas trop alourdir les notations, lorsque nous etudierons les 
connexions non commutatives sur les modules de 21, nous considererons le module libre 
21. Nous allons tout d’abord rappeler quelques notions essentielles a la comprehension de 
la structure de Talgebre des endomorphismes qui sont la decomposition des derivations 
et des formes non commutatives et leurs liens avec les notions relatives a la geometrie 
de la variete de base M. Cela nous permettra d’etudier les structures Riemanniennes 
sur Talgebre des endomorphismes et de voir en quoi ces structures sont similaires aux 
structures Riemanniennes dans les theories de type Kaluza-Klein. Nous verrons enfin 
comment construire Taction de “Maxwell” non commutative generalisant Taction (BU5I) 
dans le cas ou le module est Talgebre 21 elle-meme, c’est-a-dire un module libre de rang 1 
(cTou le nom de theorie de “Maxwell”). 
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4.2.1 Decomposition des degres de liberte 

Derivations 

Rappelons que nous avons la suite exacte courte suivante au niveau des derivations de 
l’algebre : 


Der(2l) T(TM) 

71 -»- ad 7 , 

X I-► ^|Z(2l) 

ou ad est l’application envoyant un element 7 £ 2lo vers ad 7 £ Der(2l) et realise un 
isomorpliisme entre 2 l 0 et Int( 21 ). 

Nous avons vu precedemment qu’une connexion V sur End(£) permet de scinder cette 
suite de la maniere suivante : 

2l 0 c ad > Der(2l) —^ Y(TM) 

-a{X) < ~ Q 1 X 

Vx ——- *X 

ou a est la 1-forme non commutative associee a V. 

Ainsi, toute derivation X £ Der(2l) peut se decomposer de la maniere suivante : 

X = Vx + ad 7 avec X = p(X) et 7 = —a(X) . 

Formes 

II existe egalement une suite exacte courte naturelle au niveau des 1 -formes non com- 
mutatives : 


Yl\M, End(£)) c 

1 - 


' ^Der 


(») 


ad * 


L0 


■ UJ M O p 


UJ h 


^nt(2l) 


■u o ad 


ou Qj nt ( 21 ) ~ 21 ®z(vk) 2 lJ$ ( nous appellerons formes interieures ses elements). 

Comme precedemment, une connexion V sur End(£) permet de scinder cette suite de 
la maniere suivante : 

End {£))<-£* nu*) Q} nt m 
_ v* 

uj o V --1 u> > 

—p o a -e---1 P 


oil a est la 1-forme non commutative associee a V. 

Ainsi, toute forme uj £ Q(, er (2l) peut se decomposer de la maniere suivante : 

uj = p*uj M — aduiint avec U7 nt = ad*uj et uo M = V*n; . (4.11) 
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En effet, on a pour toute derivation X e Der(2l) : 

lj(X) = u(V p (x) - ada(*)) 

= u M o p(X) - uj lnt (a(X)) 

= p*uj M (X) - a*LUi nt (X) . 

Pour les formes de degre plus eleve, nous pouvons faire une decomposition analogue. 
Nous avons vu que l’algebre differentielle graduee flDer(Sl) est engendree par 21. Nous 
pouvons ainsi toujours exprimer une forme de degre n > 1 comme une combinaison 
lineaire de produit de 1 -formes se decomposant en une partie tensorielle et une partie 
interieure. 

Nous allons exprimer cette decomposition de maniere locale. Tout d’abord, rappelons 
que localement la forme a associee a une connexion V peut se decomposer de la maniere 
suivante : 


ai oc = A-i6 = {A r - i9 r )E r , 

ou les matrices E a forment une base des matrices hermitiennes de sl(n). Alors toute forme 
non commutative u peut se decomposer localement de la maniere suivante : 

Wloc = A • • • A dx» p a ri ■ ■ ■ a rq , 

p,q 

ou £ E(M) (8) M n . On a alors les relations de transitions simples : 

^Hi—Hp,ri—r q Gsi ' ' ' ~ 9 ^ni—tip,si s q 9 ■ 

ou la matrice (G^) est definie par : 

Ad s -i E s = G r s E r . 

Remarque. On obtient ces relations en considerant la maniere clont se transforment 
les composantes locales de la forme a lors de changements de carte, i.e. de la maniere 
suivante : 


a ,s (K c ) = G' s r a r (X\ oc ) . 


Remarque. II est clair que dans cette decomposition locale, les indices p, correspondent a 
des indices de formes tensorielles et que les indices a correspondent aux indices de formes 
interieures de la decomposition (ixm 

4.2.2 Structure Riemannienne et operateur de Hodge 

Nous allons completer l’etude des algebres d’endomorphismes faite dans la section HO 
et generaliser les decompositions qui ont ete faites localement dans la section 12.2.41 et la 
sous-section precedente sur les structures Riemanniennes. 
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Metrique sur les derivations 

Definition 4.2.1. Nous appellerons (pseudo-)metrique sur Der(2l) une application Z(2l)- 
bilineaire symetrique ( i.e. un element de (S'| ( - 2l - ) Der(2t))* 2t ) : 

h : Der(2l) a) Der(2l) —> Z(21) 

non degeneree, c’est-a-dire telle que F application : 

ft 1 : Der(a) —. sOa) 

X<~^[y^h(x,y)\ 


est injective. 

Cette propriety de non degenerescence est, dans notre cas, equivalente au fait que 
^Der(^f) est engendre en tant que bimodule sur 21 par son sous-Z(A)-module (Im/r), i.e. : 

21 ■ (Im h b ) ~ (Im h b ) ■ 21 ~ f^ er ( 2 t) . 

Nous avons vu dans la section EU que Der(2l) est isomorphe a (b2p er (2l ))* 21 = 
Hom^[(fip er (2l), 21) (voir eq. (II .781) 1. Nous pouvons ainsi naturellement voir le Z(2l)-module 
Der(2l) comme un sous-module de Homf^(0^(21),21) en utilisant l’inclusion : 

Der(a) ~ Homl(SJi er (a),a) c Hom| (a) (S!^(a),a) . 

Ceci nous mene naturellement a la definition suivante : 

Definition 4.2.2. On definit le 21 — Z(2l) bimodule 21 — Der(2l) comme etant le bimodule 
engendre par Der(2t) en tant que sous-2t — Z(2l)-bimodule de Homf(^(0^(21), 21). On 
definit de meme le Z(2l) — 21 bimodule Der(2l) — 21 comme etant le bimodule engendre 
par Der(2l) en tant que sous-Z(2l) — 2l-bimodule de Hom^ ( 2 t) (Op er (2l), 21). 

Alors, nous pouvons prolonger une metrique h sur Der(2l) en un homomorphisme de 
bimodules : 

h: 21 - Der(2t) <g> z(a) Der(2l) - 21 —> 21 . 

L’application h b devient alors un homomorphisme de 21 — Z(2l) bimodules de 21 — Der(2t) 
dans Op er ( 2 t) et la condition de non degenerescence de h est equivalente au fait que cette 
application est un isomorphisme, i.e. : 

21 - Der(2l) ^ OU20 . 

Comme nous l’avons fait pour les 1-formes non commutatives, nous pouvons associer 
canoniquement a une metrique h sur Der(2l) une application Z(2l)-lineaire symetrique 
hint = ad*h : 2lo ®z{ a) 2lo -> Z(2l) que nous appellerons metrique interieure. Elle est 
definie par restriction aux derivations interieures de la maniere suivante : 

ad*h{ 7 , 5 ) = /i(ad 7 ,ad{) Vq, <5 G 2t 0 . 

Nous dirons qu’une metrique interieure /i : 2l 0 <S>z(W) 2t 0 —>■ Z(2l) est non degeneree 
si Fapplication /i b : 2l 0 —><• F2i nt (2l) : 'y i—>> [77 1 —>• //(q, 77 )] est injective. Nous appellerons 
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metriques non degenerees les metriques sur Der(2l) dont la metrique interieure est non 
degeneree. 

De meme, a toute metrique h M sur T(M), on peut associer une metrique (degeneree) 
p*h M sur Der(2l) definie par la relation : 

P *h M (x,y) = h M (p(x), P (y )). 

De la meme maniere que nous l’avons fait sur les 1-formes non commutatives, si l’on 
introduit une connexion V sur le fibre £ et que l’on note a la 1-forme non commutative 
correspondante, nous pouvons associer a toute metrique interieure /i une metrique a* p 
sur Der(2l) definie par : 

a*p{X, y) = p(a(X), a(y)) MX, y G Der(2l) 

et a toute metrique sur h sur Der(2l) une metrique h M = X*h sur T(M) definie par : 

V*h(X,Y) = h{V x ,V Y ) • 

Nous serions maintenant tentes de decomposer une metrique quelconque sur Der(2l) 
en une metrique sur T(M) et une metrique interieure a l’aide d’une connexion arbitraire 
V sur £. Nous allons voir que cela est toujours possible pour les metriques non degenerees 
et ce de maniere unique. Nous pouvons resumer la situation dans la propriety suivante : 

Proposition 4.2.1. Soit h une metrique sur Der(% l) non degeneree, i.e. telle que la 
metrique interieure h Int = ad*h est non degeneree, alors il existe une unique connexion V 
sur £ telle que : 


h(Vx, ad 7 ) = 0 VX e r(M ),7 e 21 . (4.12) 

Demonstration : Tout d’abord montrons l’existence d’une telle connexion localement. 
II suffit de considerer la connexion V definie par ses expressions locales : (Vx) i oc = 
X\ oc + ‘A(\a(x U x )- pour tout X e T(M), ou X ]oc est la derivation locale associee al et A 
est la 1-forme locale de connexion associee a V definie par la relation suivante : 

ad*hi oc (A(X),nf) = -h(Xi oc , ad 7 ) . 

Cette relation definit completement A etant donne que la metrique interieure ad* h est 
non degeneree. En effet, on a alors : 

A(X\ oc ) \= — hioc(Xi oc , adE a )hi^Eb , 

ou (/ij^ t ) est la matrice inverse de la matrice (h a b) definie par : 

h a b cid h\ oc (E a , Eb ) . 

Les matrices E a forment une base des matrices hermitiennes de sl(n). 

On doit verifier que ce potentiel de jauge A se transforme bien comme une forme 
locale de connexion. Nous devons tout d’abord nous donner les relations de transition 
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de la metrique h au-dessus de l’intersection de deux ouverts trivialisants U et U'. Sur 
U n IT ^ 0, on a h[ oc (X{ oc , y{ oc ) = h\ oc (X ViC , ^ loc ) pour tous X,y e Der(2l), ainsi : 

h[ oc (X,Y) = h loc (X,Y) 

^'ioc(^ , ^‘5 — /iioc(ad 7 ,ad r ,) 

^"loc(A, ad^-i,^) T /?j oc (adg-iad^-i^g) h\ oc (X, ad^) , 

pour tous A", Y G T(M) et tous 7,77 G T{U fl U') ® M n . 

Alors, on a : 


A!(X) = -/C(A',ad B „) h"*E b 

— — h\ oc (X, ad gEug -i)h' ab E b + h[ oc (a.d g -i(xg),adE a )h' ab Ei ) 

= —h\ a c(X,adE e )(G~ 1 )^ t G^G b d h cd E b + g~‘(A • g) 

= g- 1 A(X)g + g- 1 (X-g) . 

On verifie egalement que la relation d’orthogonalite im est bien satisfaite locale- 
ment : 


^ioc(( V_\')ioc> ad 7 ) h\oc (A] oc -j- adyi(Xi oc ) j ad 7 ) 

^ioc(Ai oc , ad 7 ) A ad /i] oc (A(A[ oc ), 7) 

= 0 . 

Ces egalites se recollent bien entre les differents ouverts trivialisants et la relation o 
est bien verifiee de maniere globale. 

L’unicite de cette connexion est liee a la non degenerescence de h et /q nt . En effet, soit 
deux connexions V et V' verifiant im . alors on a : 

h{S7x ~ V x , ad 7 ) = 0 VA G T(M), 7 G 21 . (4.13) 

Or, nous savons que la difference de deux connexions V\ —V( Y = ad M (x) est une derivation 
interieure qui s’exprime a l’aide d’une forme tensorielle p G Q(M, End(£)). Ainsi, nous 
avons : 


/r(ad M ( X ),ad 7 ) = /i Int (/r(A), 7) = 0 VA G T(M), 7 G 2l 0 (4.14) 

et etant donne que la metrique interieure /q nt est non degeneree, nous avons p = 0, soit 

V = V'. □ 

Soit h une metrique sur Der(2l) non degeneree et h\ nV = ad*h la metrique interieure 
correspondante, alors, d’apres la proposition precedente, nous pouvons lui associer une 
connexion V sur £ de maniere unique. Cette connexion nous permet de decomposer la 
metrique h de la maniere suivante : 

h(X,y) = h(S7 p{x) — ad Q (^), V p (y) — ad Q (y)) 

= p*V*h(X, y) + a*ad*h(X , y) 

= p*h M (X,y) + a*h lnt (X,y ) 


VA, y G Der(2l) , 


(4.15) 
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avec h M = V*h et h lat = ad*h. Cette decomposition generalise la decomposition (IXTT1) 
que Ton a obtenue pour les formes non commutatives. 

Ainsi, une metrique non degeneree sur Der(A) se decompose en deux parties : une 
partie pouvant s’interpreter comme une metrique ordinaire et une partie purement non 
commutative caracterisee par un ensemble de champs scalaires (ou sections d’un certain 
fibre). Reciproquement, il est possible de “construire” une metrique non degeneree a partir 
d’une connexion sur S, d’une metrique ordinaire sur M et d’une metrique definie sur les 
derivations interieures. 

Un candidat naturel pour la metrique /q nt est la metrique de Killing |Ma,s99| definie 
par : 

hKiiiingi7, ^ = ~ Tr(q5) Vy, 5 e 2t 0 . 

Cette metrique fournit une origine particuliere pour les metriques interieures et peut 
etre caracterisee par le fait qu’elle est l’unique (a la multiplication par un scalaire pres) 
metrique interieure invariante pour Taction : 

L adx /q nt (Y, Z) = -h Int ( ad x Y, Z) - h Iat (X, ad x , Y) , VX, Y, Z e % . 

De ce point de vue, la metrique de Killing joue un role analogue a la forme 6 definie sur 
les derivations interieures. En effet, nous avions remarque dans la section mi one la forme 
6 est Tunique (a la multiplication par un scalaire pres) forme non commutative sur M n 
invariante vis-a-vis des derivations (interieures) de M n . 

Remarque. La decomposition (14.1511 est tout a fait similaire a celle rencontree dans les 
theories de type Ivaluza-Klein et est son pendant non commutatif. Cette comparaison est 
la merne qu’entre les connexions non commutatives et les connexions symetriques dans 
les theories de reduction dimensionnelle. 


Analyse locale 

Nous pouvons donner les expressions locales pour la metrique h dans la base (<9 M , ad E a ) 
par la matrice suivante : 


h-ioc 


I h/iv hg,b 


hais h a b 


Si h est non degeneree, la matrice ( h a b ) est inversible et nous notons (hf^) sa matrice 
inverse. Cela nous permet de definir les composantes locales d’une connexion : 


K = -tCK 


Ainsi, toujours dans la base (<9^, ad E a ) '■ 


h\oc — 


-h nb A b „ h 


A“h ab 


Lab-ft-i/ ab 

Enfin, dans la base (V M , ad E a ) ou + adon a : 


h or = r 


h 


M 


0 


0 h 


ab 


ou h™ = h tiv - A“A b u h ab . 
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Metrique sur les 1-formes non commutatives 

La notion de metrique peut egalement etre regardee du point de vue dual, c’est-a-dire 
sur les 1-formes non commutatives. 

Definition 4.2.3. On appelle metrique sur Oj-, er (2t) un homomorphisme de bimodules : 

h : nu») (a) —* a 

non degenere et symetrique (voir definitions suivantes). 

Definition 4.2.4. Un homomorphisme h : Q (21) g a 0^ er (2l) — > 21 est non degenere si 
1 ’homomorphisme de 21 — Z(2l) bimodules : 

h *: nL,(a) —* Hom| (a) (^ er (a),a) 

uj i—> [rj i— > h(u), rj)] 


realise 1 un isomorphisme : 


fi Der( 2 0^ 2t - Dei '(2t) • 

Ceci est equivalent a dire que le 21 — Z( 21) bimodule Im(h # ) est engendre par son sous- 
Z(2l)-module Der(2l), i.e. : 


Irn h* ~ 21 — Der(2l) . 

Cette condition est la version duale de la condition de non degenerescence pour les me- 
triques sur Der(2t). 

Definition 4.2.5. Un homomorphisme h : Oj )er (2l) (g) a 0^ er (2l) —> 21 est dit symetrique 
si Ton a h(u,r)) = h(r),u ) pour tous u,r) E \ui(f ou g est une metrique sur Der(2l). 

Maintenant, rappelons que les formes basiques et les formes horizontales pour Taction 
de Cartan associe a Int(2l) forment des sous-algebres differentielles graduees de finer (21) 
reliees de la maniere suivante : 



n{M, End(f)) 


(4.16) 


Ainsi, par restriction a ff(M), il est naturel d’associer a une metrique h sur ^D er (2l) une 
metrique pji sur fl(M) qui est un homomorphisme de bimodules : 

p*h : fi(Af) ® HM) n(M) T{M) . 

Cet homomorphisme se prolonge naturellement en un homomorphisme de bimodules : 

: fl(M, End(£)) ®r(M) fl(M, End(£)) —» 21 . 

1 Nous devons tenir compte du fait que [Z(2l), f2p er (2l)] = 0 pour les algebres d’endomorphismes afin 

que hfr soit bien un homomorphisme. 
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De meme, on peut associer naturellement a toute metrique /q nt sur fA n t (21) une metrique 
ad*hi nt sur ^ er ( 2 l) degeneree sur fl(M) definie par : 

ad* h lnt (u, g) = /q m (ad* aad* rj) . 

Si Ton se donne une connexion V sur £. on peut associer a tout homomorphisme de 
bimoclules g : fl(M, End(£)) 0 ^(m) D(M, End(5)) —* 21 symetrique non degeneree (i.e. 
une metrique sur les formes tensorielles), une metrique V*g sur f2 Der (2l) definie par : 

V*g(uj,g) := g{u o V, 17 o V) Vcu, 77 G fl D er(2l) . 

Montrons maintenant une propriete analogue a la propriete 14.2.11 

Proposition 4.2.2. Soit h une metrique sur El Der { 21) telle que la metrique p*h soit non 
degeneree, alors il existe une unique connexion V sur £ tel que : 

h(pop,goa) = 0 \/p G Q(M, End(£)), V 77 6 f2/ ni (2t) . (4.17) 

Demonstration : Notons g la metrique sur T(M) inverse de pji. II suffit de prendre la 
connexion definie localement par : 


A(X) = h loc (gl c (X),i6) VX e T(U) . 

On verifie que cela definit bien une connexion en considerant les relations de transitions 
de la metrique h\ oc . 

Nous pouvons alors verifier la relation d’orthogonalite (1X171) pour des elements /1 G 
Im^r/). Ainsi, si on prend p = g°(X), on a : 

h ioc(gtoc( x )^ 0 (A- id)) = h loc [g\ oc (X),p o fi loc ( 3 b (-), iO)) - hi oc (g\ oc (X),g o id) 

= go h loc (gl c (X), id) - h loc (gl c (X),g o id) 

= 0 , 

ou nous nous sommes servis pour passer a la deuxieme ligne du fait que 

ftioc(9L(v).sL(-))=jL(v)(-) 

(nous commettons un petit abus de notation ici) et la troisieme egalite a un sens du fait 
que h est un homomorphisme de bimodules et que g\ oc (X ) est a valeurs dans le centre de 
l’algebre, ce qui nous permet de faire passer g a l’exterieur de la metrique. L’egalite se 
prolonge globalement de telle maniere que la relation (1X171) soit satisfaite. 

Ainsi, toute metrique h non degeneree peut se decomposer de la maniere suivante : 

h = V*fi M + ad* fii nt , 

011 h AI = pji est une metrique sur T(M), h\ ni = est une metrique sur f2 Int (2l), V est 
la connexion associee a h de maniere canonique et a est la 1-forme associee a V. 
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Analyse locale 

Nous pouvons donner les expressions locales pour la metrique h dans la base (dx i6 a ) 
par la matrice suivante : 

_ fh> w h llb \ 

hloc - y h av h abj ■ 


Si h est non degeneree, la matrice ( h tiv ) est inversible et nous notons sa matrice 

inverse. Cela nous permet de definir les composantes locales d’une connexion : 


A 


a 



ais 


et on a : 


h 


loc 


h/ lu 

A° l h lw 


h^A b \ 

h ab J 


Ainsi, dans la base ( dxa a ), on a : 


f h' w 0 \ 

V 0 


ou h“ b t = h ab - h^A a ^A b . 


Structure Riemannienne 

Definition 4.2.6. Soit g une metrique sur Der(2l) et h une metrique sur b2 Der (2l). Nous 
dirons que les metriques g et h sont compatibles entre elles et definissent une structure 
Riemannienne sur 21 si h# o g° = id. En particulier, on a : 

h{g\X),g\y)) = g{X, y) MX, y G Der(2l) . (4.18) 

Si Ton considere le prolongement de l’application g b a 21 — Der(2l), alors on a g 9 o h* = id. 
De meme, nous avons vu que g se prolonge naturellement en un homomorphisme de 
bimodules g : 21 — Der(2l) ®z( 2 i) Der(2t) — 21 — 5 - 21. Alors on a : 

g(h#(u), h*(r /)) = h(u, rj) Mix, rj G D Der (2l) , 


ou 

h* : —* Hon4 (5,) (JOa),2l) 

77 1-> [u! I—7 h(ui, T})] . 


Expressions locales 

Soit g et h deux metriques sur Der(2l) et Dp er (2l) definissant une structure Rieman¬ 
nienne sur 21. Alors, dans les bases (<9 M ,ad E a ) et (dx^yd 11 ), elles ont pour composantes 
locales : 


9 loc 


(dfiv 9^b 
\9au 9ab 



hr h^ b 
h av h ab 
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Si elles sont non degenerees, alors on peut definir : 

«) = (^)- 1 et (h%) = (hr)- 1 , 

ainsi qu’une connexion dont le potentiel de jauge est donne par la formule suivante : 

Ad _ __n ab n — h M h au 

9lnt9bfi 


Alors, on a : 


9\oc 


f 9liv A fj,9ab\ 

\ 9ab A u g a b J 


Dans la base (V M , ad^J, (dx^ 1 a a ) ) on a : 


Sloe 


(gfi o\ 

V 0 9ab) 


OU 


nr. 


hr 

AV 

h L 


hTA b v \ 
h ab ) 




9™v = - A^Kgab 

ht = h ab ~ hTAlAl 


La condition de compatibility entre g et h s’exprime par le fait que les matrices definies 
par gi oc et h\ oc sont inverses l’une de 1’autre. En particular, on a : 


h M = a M 

h ab — n ab 
u Int ~ 9 Int 


Dualite de Hodge 

Soit g et h deux metriques sur Der(2l) et DDer(2l) definissant une structure Rieman- 
nienne sur 21. Nous prendrons les memes notations que precedemment pour les expressions 
locales. 

Tout d’abord, remarquons que Ton peut etendre la notion de metrique sur les formes 
de degre plus eleve en posant : 

h ioc (dx /il A • • • A dx^a ai ■ ■ ■ a aq ,dx ui A • • ■ A dx Up a bl ■ ■ ■ a bq ) 

= (-!)” det p])det((C?)«€[!,,]) • (4.19) 

Cela nous permet ainsi de prolonger la metrique h en un homomorphisme de bimodule : 

h : ffi) er (2t) £>§2t Doer(2l) —21 . 


II est alors naturel de definir une operation de Hodge : 
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ou d est la dimension de la variete M et n le rang des fibres de £. Cette operation est 
definie localement pour une forme u E fl[ )er (2t) donnee par ses expressions locales : 

Wioc = ■Mp,ri -r g dx Ml A ■ • • A dx^ p a ri ■ ■ ■ a rq , 

avec p + q = r. On a alors : 

(—1 )q(d-p) 

— _ 1 _ L _ (jj M 

1 J (d - p)\(n 2 - 1 - ? )l ^i-wp+i-vd 

x Knt 1 • • • Knt qe si-s q s q+1 -s n2 _dx Vp+1 A ■ ■ ■ A dx Ud a Sq+1 ■ • cC™ 2_1 , (4.21) 

ou e M et e sont les tenseurs definis de la maniere suivante : 

;:. d Vd 

esi-s 2 , = V det (9ab)s 1 s ;:.f~ 1 . 

n z -l L n z -1 

Le symbole est le determinant de la matrice i ; jv] et 5 est le symbole 

de Kronecker (ce tenseur est souvent appele tenseur completement antisymetrique). On 
verifie facilement que cette formule definit bien une forme de degre (d + n 2 — 1 — r) et que 
boperation de Hodge satisfait : 

** = ( '_ 1 )r(d+n 2 -l-r) 


sur les formes de degre r. 

L’operation de Hodge permet alors de donner une formule explicite pour la metrique h 
agissant sur deux formes u,p E finer (21)- En effet, on a : 

h(u, rj) = -krf) si u; et 77 sont de meme degre 

= 0 sinon. 


O 11 peut egalement introduire une forme volume sur f 2 Int ( 2 l) definie de la maniere 
suivante : 


V Tnt = 


(n 2 - 1 )! S1 "' S " 2 - 


0 Sl oad---0 s n 2 -ioad . 


Cette forme volume nous permet “d’integrer” une forme oj le long des fibres (voir |Ma,s99| ). 
On peut definir la notion d’integration le long des fibres soit a partir de l’algebre 23 
introduite dans la section soit a partir de la decomposition locale des formes. Dans les 
deux cas, cela revient a utiliser l’integration sur fi Der (M„(C)) introduite dans ll)VK \l90b j. 
Si Ton reste dans finer(21), on peut voir qu’une forme u E finer(21) peut toujours se 
decomposer de maniere unique de la maniere suivante : 


u = p* a ■ cCVint + V , 

ou la forme a E fi (M, End £) est definie en posant : 


a = V* • a*V Int )) 
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et la forme 77 e 0 Der (2l) est definie par : 

r] = to — p*a ■ a*V\ nt . 

On definit alors l’integration le long des fibres en posant : 

[ : 0 Der (2l) —► fi(Af) 

J n.c. 

to = p*a ■ a*Vint + V 1 —*■ f 00 = V* Tr (* - 1 (*u; • a*Vi nt )) = Tr(a) . 

J n.c. 

Cela nous permet de definir un produit scalaire sur UDer(2l) defini de la maniere suivante 



(v,v)= I I 

J M J n.c. 

ou f M est l’integration usuelle sur la variete de base M. 


4.2.3 Connexion lineaire sans torsion 

II est possible d’introduire le concept de connexion lineaire |DVM96c] sur Der(2l) et 
d’associer a une structure Riemannienne bunique connexion lineaire sans torsion laissant 
la metrique invariante. Nous appellerons cette connexion la connexion de Levi-Civita. 
Tout d’abord, rappelons la definition d’une connexion lineaire. 

Definition 4.2.7. Une connexion lineaire est une connexion sur le Z(A)-module Der(2l), 
c’est-a-dire une application qui a toute derivation X e Der(2t) associe une application 
lineaire D x : Der(2l) —> Der(2t) satisfaisant : 

D x (fy) = x(f)y + fD x (y ) D fX (y) = fD x (y) vx,ye Der(st),v/ e z(z i) . 

Definition 4.2.8. La torsion T D associee a une connexion lineaire D est la 2-forme non 
commutative a valeurs dans Der(2l) ( T D e ff^ er (2t, Der(2l))) definie par : 

t d (x, y) = D x (y ) - D y (x) - [x , y]. 

Definition 4.2.9. Soit g une metrique sur Der(2l) associee a une structure Riemannienne 
sur 21. La connexion de Levi-Civita associee a cette structure Riemannienne est l’unique 
connexion lineaire sans torsion ( T D = 0 ) telle que : 

X(g(y, Z)) = g(D x y , Z) + g(y, D x y ) , 

c’est-a-dire laissant la metrique invariante. La connexion de Levi-Civita est alors definie 
par la relation suivante : 

2 g(D x y, Z ) = X(g(y, Z)) + y(g(X, Z)) - Z(g(X, y)) 

+ g([X,y],Z) + g([Z,y],X) + g([Z,X],y) . (4.22) 
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Expressions locales et symboles de ChristofFel 

Soit g une metrique sur Der(2l), h line metrique sur f2 Der (2l) definissant line structure 
Riemannienne sur 21 et D la connexion de Levi-Civita associee. Nous allons caracteriser 
cette connexion dans la base locale de derivations (V M ,ad Ea ) et definir les symboles de 
Cliristoffel associes. En reprenant les notations precedentes pour les expressions locales 
de g et h, on trouve les expressions suivantes pour les derivees covariantes : 

= - ad Flll/ +r°„v a + &d Ed 
Dv„ = +r^v ff + r d b &d Ed 

-Dad Ea ^v — ^au a( ^E d 

Dad Ba ad Et = - &d[ EatEb ] +T a ab v a + T d ab ad Ed . 

Les coefficients V^ B sont appeles coefficients de ChristofFel et sont definis de la maniere 
suivante : 


r; b = \h? f gaFl 

n 1 


p/i 


Ki = 


ou nous avons utilise les notations suivantes : 


R = o 

r % = i< t v„ S6c 
r t = iftfev„ 9ac 

= 2 ^lnt-^ad Ec 9ab 


L a dE c 9ab ( L a d Ec ffint) {F a , E^) F ca g e b C cb g ae 
V,E a = [A„ E a \ = A\Ct a E c 

^ pQab ~ (Dv^Int) {Ea, Eb) — d^gab — A^C^gfb — A^C eb g a f 
Fnu = [V M , V„] = d^Av — dpA^ + [Ap, A v \ . 


Remarque. Cette connexion lineaire peut aisement etre etendue au bimodule 

21 — Der(2l) ®z(<&) Der(2t) — 21 ainsi qu’a ff^ er (2l) (E> 2 i 0| 1 - ler (2f). Les derivees covariantes 

locales s’exprimeront alors a l’aide des memes coefficients de ChristofFel. 

Cette connexion lineaire a la meme decomposition que la connexion de Levi-Civita 
definie dans les theories de Kaluza-Klein (he. sur un fibre principal de groupe de structure 
SU(n)). II est possible de calculer la courbure associee a cette connexion, ainsi que la 
courbure scalaire correspondante. Cette courbure scalaire nous permet de definir une 
action d’Einstein-Hilbert pour l’algebre 21. Cette action se decompose alors en Taction de 
Einstein-Hilbert standard associee a la metrique g M sur la base, Taction de Yang-Mills 
pour la courbure associee a V et une action de type Higgs pour les composantes internes 
de la metrique qui peuvent s’interpreter comme des champs scalaires. Nous renvoyons 
a KerS L Ker68l ; GK88 j pour plus de details sur cette construction. 
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4.2.4 Action de Yang-Mills-Higgs sur un fibre non trivial 

Nous allons construire Fequivalent de Faction de Maxwell pour une connexion non 
commutative sur le module libre 21 de rang 1. Cette action peut s’interpreter en terme 
de theorie de type Yang-Mills-Higgs sur espace courbe. Nous verrons qu’elle possede un 
mecanisme de Higgs se “couplant” a la connexion de reference donnee par une structure 
Riemannienne sur 21. 

Nous allons considerer une structure Riemannienne sur 21, donnee par une metrique g 
non degeneree sur Der(2l) et une metrique h non degeneree sur Op er (2l) et une connexion 
non commutative sur le module libre 21, donnee par un element to G Op er (2l). 

Nous pouvons considerer la connexion ordinaire V sur End £ associee a la structure 
Riemannienne et Futiliser pour decomposer la forme u en une partie tensorielle et une 
partie interieure. Ainsi, on note : 


u = p* a + a — a* ip , 

ou a G Q(M, End£) et p G 0| ri( (2l). 

La forme de courbure associee a u est definie par : 

n(x, y) = x(u(y)) - y{u(x)) - u([x, y]) + [a >(x),u(y)]. 


On a alors en composantes locales : 


= o(v M , v„) 

ad B J 

O a jy 0(ad^; a , Vy) 

Q a b = 0(ad^ a , ad eJ 


Ffiv -F V u V i/O'fi -F O'u] ^pi^F'y.v) 
V [lipb “F Pb\ 

V ufa Pa\ 

[<Pa, ^Pb\ PcC a b 


OU 

'pa f(F a ) ^nfb dfi'pb “F [A^, p>b] C^A^JPf, 

i-fit = ci(d^) = d^Ui/ A [A^, ca] 

et A est le potentiel de jauge associe a V. 

L’expression globale de la courbure est alors : 


0 = do; + to A to 

1 (4-23) 

= P* ( F A+a - (F a )) - a*p*(V A <P + [a, ip}) + - ([«>, a*p\ ~ ¥>([«, «]) , 

ou Fa est la forme tensorielle de courbure associee a la connexion V et Fa+s. est la 
forme tensorielle de courbure associee a la connexion V + ad s . La forme V aP + [a, p] 
est un element de Q(M, End£) ® ff Int (2l) et done Fapplication a*p* sert a “remonter” cet 
element dans 0 Der (2l). Nous rappelons que F2j nt (2l) ~ 21 <8> 21 q D 210 21* est naturellement 
un Z(2l)-module, e’est-a-dire un module sur F(M). Ainsi, p G f2| nt (2l) ~ 21 <8) 21 q peut 
etre consideree comme la section d’un fibre associe a P (le fibre principal correspondant 
a S) dont les fibres sont isomorphes a M n <g) si* . La derivee covariante est done la 
connexion sur ce fibre correspondant a la connexion V. 
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Action de “Maxwell” non commutative 


Nous sommes maintenant prets a ecrire l’equivalent de l’action de Maxwell pour la 
connexion non commutative u qui prend la forme suivante : 


s[uj} = ||D|| 2 = / / . 

JM J n.c. 

En se servant de la decomposition en blocs de la metrique, on peut voir que cette action 
est essentiellement composee de trois termes : 

S[u] = || F A+ - a - <p(F A ) II 2 + || + [a, ^]|| 2 + ||^ 2 - (^H 2 


ou 


|| F A +a ~ tp{F A )|| 2 = Tr / {F A +a ~ V(F A )) * m (F A+b - <p(F A )) 


' M 


\\V A (p+[a,ip}\\ 2 = / (V^ + [a,^])*(V^ + [a,^]) 

J M J n.c. 


\W 2 -v\V= / {{<po a y-<p{ct))*{{<po a y-< P {a i )). 

J M J n.c. 

Nous pouvons donner les expressions locales de cliacun de ces termes en se restreignant 
au-dessus d’un ouvert trivialisant U de M : 

IlfU+s - p(FU)||L = Tr / i (F" a - h^hr (F" a - V (F„)) 


>u 


II + [a, <^]|| loc = Tr / (V^ 6 + [a p , (f b }) h pp h£ t (W P (p c + [a p , y c ]) 


<u 


et on a note : 


\\F 2 - <P\\L = ^ j 2 (b«> Vb] ~ VcC c ab ) ([ip e , ip f ] - (fi g C 9 ef ) 


F^ a — + a v ) — d u (A u + a p ) + [A p + a M , A u + a u \ 

— F,. 


fLis ~r V fjCLi, V i/CL^i + [5/x, CLv\ • 

Cette action generalise naturellement Faction OH que nous avons obtenue pour une 
connexion sur le module libre C°°(M ) 0 M n ( C) au paragraphe precedent. On retrouve 
bien cette action en prenant un fibre £ trivial et un potentiel de jauge A^ = 0. On voit que 
la principale difference avec l’action (ITTol) est localement l’introduction d’une connexion 
de reference venant d’une structure Riemannienne sur 21. Cette connexion est necessaire 
pour decomposer correctement les differentes expressions locales et afin d’obtenir des 
expressions qui se recollent “bien” de maniere globale sur M. Notons que de maniere 
globale, des effets dus a la topologie de la variete de base peuvent egalement intervenir. 
En effet, la presence de classes caracteristiques non nulles decrites a partir de l’algebre 
des endomorphismes dans la section 12.2.51 et pouvant etre representees par la connexion 
de reference A peut mener a des effets inattendus. 

Dans le cas ou la signature de la metrique h est positive, c’est-a-dire lorsque h\ oc est une 
metrique euclidienne, la fonctionnelle S est positive et son minimum est atteint lorsque : 

F^~ a = *(F, V ) 

[<Pa, Fb] = VcC C ab 

+ [a p , (p b \ = 0 • 
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On peut exhiber deux solutions particulieres qui sont : 

f F ^ a = 0 f (Le.a“ = 0) et - d u a^ = 0 

99 = 0 1 </5 a = E a 99 = zf? o ad ~ Id (sur 2l 0 ) . 

On remarque que pour le vide 99 = Id, le champ de jauge n’intervient pas dans la 
parametrisation de la famille de solutions decrite. Au contraire, pour le vide ip = 0, la 
courbure du champ de jauge A + a doit etre nulle done le champ de jauge A M intervient 
explicitement dans la parametrisation des differents vides. A priori, ici, le champ de jauge 
Ap n’a pas de dynamique car, comme nous l’avons vu, celui-ci est donne par la structure 
Riemannienne sur 21 que nous avons supposee fixee. Ainsi, A joue le role d’une connexion 
de reference. II est clair que dans la situation triviale le champ de jauge A^ = 0 est une 
bonne connexion de reference et ses fluctuations sont decrites par la forme tensorielle a. 
On pourrait imaginer des situations ou la variete de base est non triviale et ou le fibre 
£ peut egalement etre non trivial comme par exemple dans l’etude des configurations 
instantoniques sur S' 4 (le compactifie de R 4 ). 

D’autre part, nous avons vu que dans la situation triviale (A M = 0), du point de vue de 
la theorie quantique des champs, il y a un mecanisme analogue au mecanisme de Higgs, 
e’est-a-dire que pour la configuration ip — 0, la masse du champ a M est nulle, alors que pour 
la configuration ip = Id, le champ a M acquiert une masse. Ainsi, ce mecanisme se superpose 
au mecanisme geometrique faisant intervenir A. Une etude plus systematique du melange 
de ces deux mecanismes reste encore a faire et notamment l’etude du mecanisme de Higgs 
dans la situation ou la connexion de reference est non triviale. Notons enfin qu’il est 
possible de considerer des variantes de ces mecanismes en prenant des modules projectifs 
de type fini plus generaux pouvant s’identifier localement aux modules C' oo (M d )0M/< in (C). 

II serait egalement possible de donner une dynamique a la structure Riemannienne sur 
21. II faudrait pour cela “brancher” Taction de Einstein-Hilbert associee a cette structure 
Riemannienne. Le champ de jauge A aurait alors une dynamique et il serait interes- 
sant de comprendre comment celle-ci pourrait influencer le mecanisme de Higgs presente 
precedemment. Le fait que le mecanisme de Higgs soit couple a une structure Rieman¬ 
nienne est interessant du fait que ce mecanisme est responsable de la masse des particules 
elementaires dans le modele standard et leur permet done d’interagir avec le champ gra- 
vitationnel. 



107 


Chapitre 5 

Theorie de Born-lnfeld et 
generalisations 


Nous allons dans ce chapitre passer a une etude relativement differente de celles faites 
dans les chapitres precedents. II s’agit en effet de l’etude de la theorie de Born-lnfeld 
qui est une theorie de champs non lineaires generalisant la theorie de Maxwell. Cette 
theorie developpee dans les annees 1920 fut etudiee a plusieurs reprises et dans differents 
contextes. Elle fut retrouvee recemment en theorie des cordes comme etant, dans une 
certaine approximation, Taction effective des etats de masse nulle d’helicite 1 de la theorie. 
Ces etats correspondent a des champs de jauge pour une theorie de jauge avec groupe de 
structure U (1), et Taction de Born-lnfeld pour ces champs intervient de maniere essentielle 
pour decrire la dynamique d’objets etendus appeles D-branes. Dans ce cadre, lorsque Ton 
considere N D-branes co'incidentes en interaction, il est naturel de remplacer le groupe 
de structure 1/(1) par le groupe U(N), Tentier N correspondant aux valeurs que prennent 
les facteurs de Chan-Patton. La question de definir une action de Born-lnfeld pour des 
champs de jauge non abeliens se pose alors. Nous nous proposerons d’utiliser la theorie 
de “Maxwell” non commutative, presentee dans le chapitre precedent, afin de donner une 
generalisation “naturelle” de Taction de Born-lnfeld. Nous allons presenter les travaux 
effectues dans [SMK03I ISKMl ISMK94| . Enfin, nous etudierons les solutions des theories 
de champs non lineaires obtenues dans ce cadre. 


5.1 Modele de Born et Infeld 

La theorie de Born-lnfeld est une theorie non lineaire generalisant la theorie de Max¬ 
well de Telectro-magnetisme. II est bien connu que dans la theorie de Maxwell, les charges 
ponctuelles ont une energie infinie et que les champs peuvent prendre des valeurs ar- 
bitrairement grandes lorsqu’on s’approche de ces charges. Ainsi, apres la decouverte de 
Telectron, les physiciens ont cherche des modeles dans lesquels Telectron peut etre repre¬ 
sente par une distribution de charge etendue. Un des modeles qui eut le plus de succes 
fut celui propose par G. Mie |Miel2j en 1912, un modele d’electro-statique dans lequel le 
champ electrique ne peut depasser une certaine borne et dans lequel toute distribution de 
charge bornee a une energie finie. Par analogie avec la notion de vitesse maximale c en 
relativite restreinte, G. Mie a introduit la notion de champ electrique maximal , note E 0 . 
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Pour cela, il a modifie la theorie de Maxwell en introduisant le Lagrangien 1 suivant : 


L 


Mie 



(5.1) 


II etait clair qu’un tel Lagrangien ne pouvait decrire une theorie invariante sous Taction 
du groupe de Poincare du fait de l’absence de champ magnetique. On peut montrer que 
tout scalaire forme a partir du champ electrique et du champ magnetique, invariant de 
Lorentz, peut s’exprimer en terme des deux invariants P = E 2 — B 2 et Q = (E ■ B) 2 . 
Ainsi, en 1934, Born proposa |Bor34j une generalisation du Lagrangien de Mie consistant 
a remplacer le terme “E 2 ” par Tinvariant relativiste “E 2 — B 2 ” : 


L 


Born 


I E 2 — B 2 

v 1 -— 


(5.2) 


ou (5 est une constante dimensionnee correspondant au champ electrique E 0 de Mie. 

Un peu plus tard, Born et Infeld out essaye de rendre cette theorie compatible avec 
la theorie de la relativite generate d’Einstein. II constaterent que Ton pouvait generaliser 
la densite 2 det(g^ ll/ )\ correspondant a la forme volume usuelle en considerant la racine 
carree du determinant d’un tenseur T^ u quelconque deux fois covariant. Ainsi ils ont iden- 
tifie la partie symetrique d’un tel tenseur au tenseur metrique et la partie anti-symetrique 
au tenseur representant la 2-forme de courbure associee au champ electromagnetique en 
posant = g jW + j3~ l F^ u . De cette maniere, ils obtinrent une action generalisant celle 
obtenue a partir du Lagrangien de Mie et qui etait automatiquement invariante sous Tac¬ 
tion du groupe des diffeomorphismes et du groupe des transformations de jauge. L’action 
de Born-lnfeld p34] est la suivante : 


S B i[g,F\= I C BI (g,F)d A x= [ L B1 (g,F) v ^i\d A x (5.3) 

J M J M 

= I P 2 ( y' det(^)| - | .l-'ri../,,,. + p 1 F],,. j | ) d 4 x (5.4) 

= / m /3 2 (l - \j 1 + Jp(F,F)- 1 L(F,±Fy'j vIS d‘x (5.5) 

= fj 2 (l- y/l + Ll^-J 2 )-A(bJ)2^ ^\ d *x , (5,6) 

ou M est une variete Lorentzienne de dimension 4 et d A x = dx°dx 1 dx 2 dx 3 represente la 
mesure de Lebesgue sur un ouvert de M (nous faisons ici un abus de notation en faisant 
apparaitre explicitement des coordonnees locales sous Tintegrale, le but est de donner une 
idee de Texpression locale du Lagrangien L B i). On note encore C B i la densite associee au 
Lagrangien L B j. 

1 Ce que Ton appellera par la suite “Lagrangien” correspond en fait a ce que Ton appelle habituellement 
“densite Lagrangienne” en physique. 

2 Nous appelons ici densite, une quantite pouvant etre integree sans avoir besoin d’une forme volume, 

c’est a dire en utilisant directement la mesure de Lebesgue sur chaque ouvert de la variete. 
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Remarque. Lorsque la dimension d de la variete de base M est quelconque, on appellera, 
dans la suite, action de Born-Infeld Taction obtenue en remplagant la mesure d A x par d d x 
dans Tecriture EH de Taction de Born-Infeld. 

Si on definit les invariants : 

P = -F lw F^ = R2 2 ^ et S = -F tw F^ — E ■ B, avec F Xp , (5.7) 

on peut reecrire le Lagrangien de Born-Infeld de la maniere suivante : 


Lrj — /3 2 


1 - Vl + 2 P-S 2 


(5.8) 


5.1.1 Proprietes de Taction de Born-Infeld 

Proprietes basiques 

- La theorie de Maxwell est retrouvee lorsqu’on prend la limite /3 —> oo : 

S B , = - f M \( F ,F)V\^\^ + o{F) 

= ~Um FA * f + o{ 1p ) (5 ' 9) 

= - f \(B 2 -E 2 )^\d l x + oP) . 

Jm z P 

- Le champ electrique a une limite superieure /3 lorsque le champ magnetique est nul : 

L bi \ b=0 = P 2 (l-yjl . ( 5 . 10 ) 

Pour cette raison, Tenergie cl’une particule ponctuelle chargee placee a Torigine est 
finie et le champ electrique reste borne. 


Electrodynamique non lineaire 

Notons que dans le cadre de la theorie de Born-Infeld, le terme “charge ponctuelle” ne 
veut pas forcement dire distribution de charge ponctuelle. 

En effet, il faut interpreter la theorie au sens de Telectrodynamique dans les milieux 
(Maxwell-Faraday). Dans cette theorie, on a un champ electrique E, un champ magnetique 
H = H(E,B), un champ de deplacement (ou induction electrique) D = D(E,B) et une 
induction magnetique B , dont les equations du mouvement sont donnees par les equations 
de Maxwell-Faraday (en presence de sources macroscopiques) : 


V • D — 47 t p V x H — d t D = 47 t j 

V ■ B = 0 VxE + d t B = 0 . 


(5.11) 


Dans certaines situations, les relations entre E , H, D et B 1 ainsi que les equations de 
Maxwell-Faraday peuvent etre obtenues a partir d’un principe de moindre action. II faut 
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alors se donner un Lagrangien L(E , B) dependant seulement de E et B (des deux inva¬ 
riants P(E, B ) et Q(E, B ) si Ton veut avoir l’invariance relativiste et l’invariance de jauge) 
et les champs D et H sont definis comme etant les derivees fonctionnelles de l’action par 
rapport a E et B. On peut alors definir une densite de charge effective p e ff = V ■ E. La 
densite d’energie du systeme est une fonction de D et B et est la transformee de Legendre 
du Lagrangien : 

H(D,B) = E ■ D - L(E,B) . (5.12) 

Remarque. On peut faire un parallele avec la mecanique Lagrangienne : le couple (B,E) 
est a comparer au couple (q, q) representant la position et la vitesse d’une particule. D 
est la variable conjuguee de E et est done similaire a l’impulsion p, variable conjuguee 
de q, tandis que H serait l’analogue d’une force. On peut alors comparer les equations de 
Maxwell-Faraday aux equations d’Hamilton-Jacobi. 


Retour a la theorie de Born-lnfeld ... 


Les equations du mouvement pour la theorie de Born-lnfeld peuvent se mettre sous 
la forme (EEH> d ’ equations de Maxwell-Faraday. Le vecteur deplacement et le champ 
magnetique sont alors relies au champ electrique et a l’induction magnetique de la maniere 
suivante : 


dL _ E + (E ■ B)B 
dE ~ y/1 - E 2 + B 2 - (E ■ Bf 
dL B — (E ■ B)E 

OB ~ y/1 — E 2 + B 2 — (E ■ B) 2 


et la densite d’energie a la forme suivante : 


H(B, D ) = y/l + B 2 + D 2 + (B AD) 2 - 1 . (5.14) 


Nous avons mis la constante (3 egale a 1, celle-ci peut etre retablie a tout moment par une 
redefinition des champs. 

On voit que l’energie est toujours positive et que les champs D et B n’ont pas de 
restriction dans les valeurs qu’ils peuvent prendre. On note egalement l’invariance de la 
theorie sous les rotations “electriques-magnetiques” : 

E + iH -> e ia (E + iH) 

. 1 7 (5.15) 

D + iB -> e Ja (D + iB) J 


qui correspond a ce qui est souvent appele dans la litterature la dualite “electrique- 
magnetique” dans la theorie de Born-lnfeld. 

Enfin d’apres (15.121) . le champ electrique et le champ magnetique peuvent s’exprimer 
en fonction du vecteur deplacement et de l’induction magnetique en derivant la densite 
d’energie par rapport au vecteur deplacement et a l’induction magnetique : 


' D(1 + B 2 ) - (B ■ D)B 

~ dD~ ^1 + B 2 + D 2 + (B AD) 2 
B{1 + D 2 ) - (B ■ D)D 
~ 8B~ y/l + B 2 + D 2 + (B AD) 2 
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Remarque. II est egalement possible d’introduire les autres transformations de Legendre 
de L(E,B) et H(D,B). Entre autre, du fait de la symetrie sous Fechange de B et D de 
H(D,B) : la transformee de Legendre Ti^B.D) — B ■ H est une fonction de D et H et a 
la meme forme que le Lagrangien de Born-Infeld L(E,B). Pour cette raison, on dit que 
la theorie de Born-Infeld possede une dualite de Legendre. 

Nous pouvons maintenant voir ce qui se passe pour une charge ponctuelle electrique 
de charge e. Nous avons clone : 


V • D = 4tt e5 3 (r) =*► D = — , (5.17) 


ou r = f/r. II correspond a cette solution le champ electrique et la densite de charge 
effective p e ff = V • E suivants : 


E = 


er 

\Je 2 + r 4 


et 


Peff 


2e 3 

3" 

r(r 4 + e 2 ) 2 


(5.18) 


Si Foil retablit la constante /?, on peut introduire un rayon caracteristique r 0 en posant : 

,5 = 4 et le champ electrique prend la forme suivante : 

r o 



/»oo 


1 

/ 


1 + , N 


Jo 

[\ 


) 


r 2 dr 


O 11 peut alors calculer l’energie de cette solution : 

E = (3 2 

Jo 

_ r(l/4) 2 e 2 

6a/7t r 0 
e 2 

~ 1.23605 — . 

O 

Si on identifie cette energie a Fenergie de masse de la particule en posant E = m 0 c 2 
alors on trouve pour Felectron : 


r 0 = 1.23605 ■ —— ~ 3.48fm 
moc 2 

(3 ~ 1.8 • 10 18 volt/cm . 


Ainsi, on voit que dans la theorie de Born-Infeld, la masse des particules peut-etre 
completement reliee a sa charge electrique et que les divergences presentes dans la theorie 
de Maxwell sont eliminees. Nous avons egalement vu que Fon pouvait associer a une charge 
ponctuelle une notion de densite de charge (la densite effective de charge p e ff)- 
Remarque. II est egalement possible de considerer des solutions de type dyon fScIi69] 
generalisant la solution du monopole electrique de Born-Infeld |Che99j . Une telle solution 
peut etre obtenue en faisant une rotation “electrique-magnetique” de la solution prece- 
dente. 
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Les ordres de grandeurs que Ton trouve pour l’electron justifient que Ton utilise la 
theorie de Maxwell dans le domaine de l’electrodynamique classique. Ainsi, son utilisation 
ne s’est pas vraiment averee necessaire en electrodynamique classique, mis a part pour 
rendre coherente la theorie. 

D’autre part, nous savons que depuis que Dirac a introduit son equation pour l’electron, 
celui-ci est considere comme une particule ponctuelle. De maniere plus precise, dans le 
cadre de la theorie quantique des champs, l’electron est considere comme un “quantum” 
de champ. Ainsi, l’interet pour les modeles classiques de particules chargees de type Born- 
lnfeld a considerablement diminue. 

On pourrait cependant se demander, si un tel Lagrangien ne pourrait pas servir de 
Lagrangien fondamental pour une theorie quantique et cela fut propose par plusieurs 
personnes comme Dirac |Pir62| . Le probleme est que Foil ne sait pas dehnir une theorie 
quantique des champs pour un Lagrangien non polynomial (du moins en dimension 4) et 
de plus, Fintroduction d’une telle theorie au niveau quantique ne s’est pas averee utile. En 
effet, la theorie de F electrodynamique quantique (QED), basee sur la theorie de Maxwell, 
et ses generalisations aux theories de jauge non abeliennes out abouti au modele standard 
comprenant les trois interactions : faible, electro-magnetique et forte. Ce modele s’est avere 
etre en tres bon accord avec F experience. Ainsi, la theorie de Born-lnfeld a longtemps ete 
consideree comme une curiosite pour les physiciens. 

5.1.2 “Redecouvertes” de la theorie de Born-lnfeld 

Approche de Boillat 

II faudra attendre les annees 1970 pour voir reapparaitre le modele de Born-lnfeld dans 
les travaux de G. Boillat i Boi 53) et Plebariski (PTS70j qui visaient a etudier les proprietes 
de la propagation des discontinuity des champs electriques et magnetiques dans le cadre 
de la relativite generale. En etudiant les Lagrangiens generaux £(P, 5), dependant done 
des deux invariants P et S', il trouverent que Felectrodynamique de Born-lnfeld est la 
seule theorie pour laquelle il y a absence de birefringence, i.e. il y a propagation le long 
d’un seul cone de lumiere et absences d’ondes de choc. Ainsi, ce fut une maniere de 
particulariser la theorie de Born-lnfeld (il y a en fait deux autres Lagrangiens C = P/S 
et le Lagrangien de Maxwell qui sont particularises dans leurs etudes). Il s’est egalement 
avere que le Lagrangien de Born-lnfeld a des proprietes de dualite electrique-magnetique 
et dualite de Legendre (voir (BB841 iGHOil lGR95| et remarques precedentes). 

La theorie de Born-lnfeld en theorie des cordes 

Il y a eu une renaissance de Finteret pour la theorie de Born-lnfeld en theorie des cordes 
a partir de 1985, lorsque Faction de Born-lnfeld fut retrouvee [ FT85 j comme etant une 
partie (dans Fapproximation de champs constant) de Faction effective, des excitations 
de masse nulle et spin 1 du champ de cordes. Ainsi, Faction de Born-lnfeld peut etre 
comparee a Faction effective d’Euler-Heisenberg |HE36| en electrodynamique quantique. 

La dynamique des etats sans masse de cordes ouvertes se propageant dans un espace 
plat peut etre decrit, a couplage faible, par une action effective 5(A) pour un potentiel de 
jauge SU(N ), A. Cette action admet une expansion en a' dont les termes sont exprimes 
en terme de puissances de la courbure F associee a A et de ses derivees covariantes. Cette 
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action admet plusieurs interpretations differentes en theorie des cordes. Tout cl’abord, 
elle reproduit, a l’ordre des arbres, l’amplitude de disque calculee directement en theorie 
des cordes. Deuxiemement, les equations clu mouvement venant du principe variationnel 
associe a S correspondent a la condition d’annulation de la fonction /?, due a la symetrie 
conforme du modele sigma de cordes ouvertes avec des interactions du type “boucles 
de Wilson” TrPexpi f dE A sur le bord <9E de la feuille d’univers des cordes ouvertes 
(voir |ACNY87) pour le cas des cordes bosoniques et dans l’approximation de champs 
lentement variables). II a en fait ete montre par Andreev et Tseytlin |AT88| que Taction 
effective peut s’identifier avec la fonction de partition du modele sigma decrit ci-dessus 
(et de maniere preliminaire par Fradkin et Tseytlin |FT8B| dans la limite de champs 
constants). Enhn, par T-dualite, Taction S(A) decrit egalement la dynamique a couplage 
faible de D-branes de toutes dimensions. L’action de Bon-Infeld correspond done a une 
action effective a tous les ordres en a! pour un champ de jauge abelien et dans la limite 
d’un champ lentement variable. D’autre part, il est naturel dans ce cadre de s’interesser a 
des generalisations de la theorie de Born-Infeld pour des theories de jauge non abeliennes, 
car a priori, ce type d’action devrait intervenir dans Taction effective pour les champs de 
jauge non abeliens. Nous reviendrons sur ce point un peu plus loin. 


5.2 Generalisation non abelienne du modele de Born- 
Infeld 

5.2.1 Rappels sur les theories de jauge et notations 

Une interpretation des champs de jauge en physique consiste a les voir comme etant 
des 1-formes de connexion sur un fibre principal de groupe de structure G sur une variete 
de dimension 4 (R 4 la plupart du temps). Une 1-forme de connexion est une 1-forme 
sur le fibre principal, a valeur dans Talgebre de Lie g du groupe G. Dans un systeme de 
coordonnees locales, nous avons : 


A = A“ dx^ L c 


(5.19) 


ou L a , a = 1,2, ...N = dim(G) est une base de la representation adjointe de g. Dans 
bien des cas, on prend plutot une connexion dans un fibre associe, et la representation 
de Talgebre de Lie peut alors etre differente, en particulier lorsque le champ de jauge est 
couple avec des spineurs |DKD79l IKerSll IKer83| . 

II est toujours possible de plonger Talgebre de Lie dans une algebre enveloppante et 
d’utiliser le produit tensoriel : 

A = A“dx fl ®T ai (5.20) 

ou {T a } sont les matrices representant la base {L a }. 

De meme, la courbure est une 1-forme prenant ses valeurs dans Talgebre enveloppante : 


F = dA + - [A, A] = (F“ u dx^ A dx v ) 


(5,21) 


Nous allons maintenant voir quelques possibility de generalisation de Taction de Born- 
Infeld pour des champs de jauge non abeliens. 
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5.2.2 Motivations pour une theorie de Born-lnfeld non abelienne 

Une des motivations principales pour trouver une theorie de Born-lnfeld non abelienne 
est donnee par la theorie des cordes ou ce type d’actions doit intervenir dans une partie 
de Taction effective permettant de decrire la dynamique des etats de masse nulle et spin 
1. Ce type d’actions permet egalement de decrire la dynamique d’objets etendus appeles 
D-branes correspondants a des conditions au bord de Dirichlet pour les cordes ouvertes. 

Une autre motivation pour la theorie de Born-lnfeld et ses generalisations non abe- 
liennes, ou d’autres theories du meme type possedant des non linearites, est la possibility 
d’avoir des solutions de type soliton ayant le meme type de comportement que des solu¬ 
tions obtenues en theorie de Yang-Mills couplees a des champs scalaires ou a la gravitation. 
Ces solutions peuvent avoir diverses interpretations physiques, par exemple, elles peuvent 
servir a decrire certains types de trous noirs charges en relativite generate IBM88 L ou 
encore peuvent fournir des modeles effectifs pour decrire la dynamique de particules de 
type “glueballs”. 

En effet, de telles solutions ne peuvent etre obtenues a partir de la theorie de Yang 
Mills. Une demonstration rigoureuse de ce fait est donnee dans iCoTg| et nous allons 
donner ici quelques arguments qui en donnent une vision intuitive. Pour la theorie de 
Yang-Mills sur espace plat, la densite associee au Lagrangien est : 


£ym = -~gABF^F B,J/U 


? 


Cette theorie est invariante conforme et done le tenseur d’energie impulsion est sans 
trace : 


3 

T\ = -Too + = 0 • 

i =1 


(5.22) 


Ainsi, du fait de la positivite de l’energie, i.e. T 0 o > 0, la somme de pressions principales 
est positive : Y^Tu > 0, ce qui veut dire que le “fluide de Yang-Mills” est sournis a des 
forces repulsives qui empechent l’existence de configurations statiques, non singulieres, 
d’energie finie. 

Les diverses possibility pour pouvoir obtenir de telles solutions sont alors de coupler 
la theorie de Yang-Mills a d’autres types de champs ou bien d’introduire des non linea¬ 
rites permettant de briser l’invariance conforme. Par exemple, en presence de champs 
scalaires, on peut montrer l’existence de solutions de type soliton, comme la solution de’t 
Hooft |J.IJ11 et Prasad-Sommerfield | (PS75j pour les monopoles magnetiques. Lorsque la 
theorie de Yang-Mills est couplee a la gravitation, il existe des solutions de type sphaleron 
decouvertes par Bartnik et McKinnon dans I BM88L Nous allons par la suite considerer 
des generalisations de la theorie de Yang-Mills faisant intervenir des non linearites en 
s’inspirant de la theorie de Born-lnfeld pour l’electrodynamique. Nous verrons que dans 
certains cas des solutions de type soliton peuvent exister. 
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5.2.3 Generalisation la plus simple en dimension 4 

Une generalisation de Taction de Born-lnfeld en dimension 4 a ete proposee par D. 
GaTtsov et R. Kerner dans GKOO . L’action qu’ils ont consideree est la suivante : 


Sgk[A] = f M \j l + - (±g. b F^F^ x . (5.23) 

C’est une generalisation de Taction de Born-lnfeld ecrite sous la forme EH , ou Ton a 
remplace les deux invariants relativistes P et S de la theorie abelienne par les invariants : 

p = \ga,,F^ w Fl 

s=\g .(, F“ Jp Fl = tr* F^Fl . 

Dans mm, les solutions aux equations du mouvement ont ete etudiees pour G = 
SU(2 ) et les auteurs ont montre Texistence de solutions de type sphaleron analogues a 
celles trouvees par Bartnik et McKinnon dans [ BM88lj . 

Cette generalisation ad’hoc ne permet pas de generaliser Taction de Born-lnfeld en 
dimension d ^ 4 du fait que Tinvariant S n’est alors pas bien defini. Nous allons main- 
tenant voir d’autres generalisations de Taction de Born-lnfeld basees sur Tecriture du 
Lagrangien a partir d’un determinant EH et qui en fournissent une generalisation en 
toute dimension. 

5.2.4 Criteres de generalisation 

La maniere la plus simple pour generaliser Taction de Born-lnfeld serait a premiere vue 
de remplacer les nombres reels par des operateurs hermitiens, conformement a ce qui est 
pratique en mecanique quantique ou encore en geometrie non commutative. Ainsi, nous 
devrions faire les remplacements suivants pour passer du cas abelien au cas non abelien : 

f U{ 1) ^ G 

< iFiw F* v ®T a (5.24) 

[ 9nv Qiiv ® ^d,R , 

ou 11 d R et iT a sont des matrices hermitiennes. 

Par analogie avec le cas abelien, nous voulons que le Lagrangien satisfasse aux pro- 
prietes suivantes : 

1. Nous devons retrouver la theorie de Yang-Mills usuelle dans la limite (3 —► oo. 

2. L’analogue non abelien du champ electrique doit etre borne lorsqu’il n’y a pas de 
champ magnetique. Pour satisfaire cette contrainte, nous voudrons que Texpression 
polynomiale sous la racine commence par les termes : 1 — /3~ 2 (E a ) 2 + ... lorsque 
B a = 0. 

3. L’action doit etre invariants sous diffeomorphismes. 

4. L’action doit etre reelle. 
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Nous somrnes maintenant confrontes au probleme de donner un sens au determinant 
intervenant dans Taction de Born-lnfeld. En effet, les entrees de la matrice formee par 
les composantes du tenseur de courbure ne sont plus des nombres mais des matrices 
representant des elements d’une algebre de Lie et clone le determinant n’a plus de sens. 
II est done necessaire de trouver une generalisation a la notion de determinant pour des 
matrices dont les entrees ne commutent pas. 

5.2.5 Prescription de la trace symetrisee 

Une solution proposee par Tseytlin |Tse97j et qui semble correctement generer Taction 
effective de theorie des cordes jusqu’a Tordre 4 en F, consiste a prendre la trace symetrisee 
de Taction de Born-lnfeld classique. Cela consiste a : 

- prendre le developpement en puissance de F du Lagrangien de Born-lnfeld dans le 
cas abelien, puis 

- remplacer dans chaque monome le tenseur de courbure abelien par le tenseur de 
courbure non abelien, puis 

- symetriser chaque monome en F afin de lever Tambiguite intervenant sur Tordre 
dans lequel doivent etre multipliees les matrices, puis 

- prendre la trace sur Texpression totale. 

Le Lagrangien peut etre formellement ecrit de la maniere suivante : 

S sym {A} = STr R f Jdet (g liu l + iF“ u T a )d d x . (5.25) 

Jm v M 

ou d est la dimension de la variete M. 

Apres Toperation de symetrisation, tout se passe comme si les objets etaient commuta- 
tifs. Cette action admet egalement une generalisation supersymetrique qui fut developpee 
par Schaposnik et al (voir [GSS991ICNS981 1GPS00| et les references qui y sont incluses). 

5.2.6 Prescription de Park (cas euclidien) 

Une autre maniere de proceder est de generaliser le determinant intervenant sous la 
racine. Nous avons vu que le determinant est une maniere econome de generer une densite 
a partir d’un tenseur de rang 2 (e’est d’ailleurs ce qui mena Born et Infeld a considerer 
leur Lagrangien). D’autre part, dans le cas des theories de jauge abeliennes, la courbure 
est invariante sous transformations de jauge, mais nous savons que dans le cas d’une 
theorie de jauge non abelienne, la courbure se transforme de maniere homogene. Habi- 
tuellement, e’est la trace qui est utilisee pour fabriquer un invariant sous transformations 
de jauge (par exemple le Lagrangien de Yang-Mills), mais nous allons ici tenter d’utiliser 
un determinant. L’idee que nous allons suivre pour generaliser Taction de Born-lnfeld, 
est done d’utiliser un determinant afin de generer un Lagrangien a la fois invariant sous 
diffeomorphismes et sous transformations de jauge. 

L’idee de Hagiwara et Park est de considerer un determinant dans un espace de ma¬ 
trices plus gros obtenu apres avoir fait le produit tensoriel des deux espaces de matrices 
M 4 (C) et Md R ( C). Ainsi, il faut remplacer le determinant sur les matrices 4x4 (note par 
la suite detx), par un determinant sur des matrices de taille Mr, dont le indices sont 
indexes par des couples d’indices (/x, i), ou /i correspond aux indices d’espace-temps et i 
aux indices matriciel de la representation R (note par la suite det^^). 
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Afin de rester le plus proche de la situation abelienne, une idee naturelle a suivre est 
de plonger le tenseur de la metrique dans la meme algebre enveloppante que la 2-forme 
de courbure F, en le remplagant par g^ v ® 11 at. Nous pouvons maintenant remplacer le 
determinant intervenant sous la racine dans le Lagrangien de Born-lnfeld (15.311 en suivant 
la procedure (15.2411 et en utilisant le determinant det^®#. Cela nous conduit au terme 
suivant : 



Malheureusement, dans le cas ou le groupe de structure n’est pas abelien, cette expression 
est un nombre complexe. 

Une autre possibility, suggeree par Hagiwara l Ha g 81 l puis reprise par Park [ Par mu, 
est de considerer des generateurs anti-liermitiens et de prendre le produit tensoriel avec 
les composantes de la courbure F. Park proposa jPar m i’ action suivante : 


*5 Park g\ 



(5.26) 


ou a et f3 sont des constantes reelles et positives et d est la dimension de M. La racine 
d’ordre 2est introduite afin qu’il y ait invariance sous diffeomorphismes. En effet, 
nous sommes ainsi capables de factoriser h element de volume ^/\g\d d x et l’invariance sous 
diffeomorphismes est plus claire si nous reecrivons le Lagrangien sous la forme suivante : 


Lpark^F, g') Ot 


det 11 dxd h 
M®R 


+ fd~ l F 


- 1 


et 


*S Park [ F , (j\ 



L Pa rk(F, g) y/\g\d d x 


OU 


F = -F; y M^®T a 


(Mn p a = 9 PP 'K>« . 


(5.27) 


(5.28) 


(5.29) 


F est un endomorphisme de M ® C dR et M^ u sont les generateurs de l’algebre de Lie 
du groupe de Lorentz (dans la representation definissante, i.e. de dimension d). II est 
egalement utile d’introduire les notations suivantes : 

F a = ^F^M^ . (5.30) 

Cette substitution mene a un Lagrangien qui satisfait les points 1), 3), et 4), donnes 
dans la section lo. 2 .41 mais pas le point 2). Les Lagrangiens obtenus par cette technique font 
de plus intervenir des invariants d’ordre 3 dans la courbure F, ce qui detruit l’invariance 
sous conjuguaison de charge, F i— > —F, et mene a une densite d’energie mal definie. Cela 
n’etait en fait pas un probleme pour Park, puisqu’il a travaille sur un espace Euclidien. 
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5.2.7 Une version Minkowskienne 


Nous allons voir une generalisation legerement differente de Taction de Born-lnfeld. 
Cette generalisation fut proposee dans S\1 K03 ]. qui est une publication faite lors de ma 
these. 

Tout d’abord, commengons par reformuler Taction de Born-lnfeld (dans le cas abelien) 
de maniere legerement differente : 


Sbi[F, 9 ] 



det (fl 2 ®g» v + P 1 J ® ) 

C 2 0M v ' 



(5.31) 


ou J est une matrice complexe 2x2 dont le carre est egal a — U 2 . 

Le Lagrangien est independant du choix de J. Dans (EMD ( voir aussi (iCTln . l’unite 
imaginaire i peut etre consideree comme le generateur anti-hermitien de u(l). Dans la 
formule (HMD, nous utilisons une notation pratique pour specifier sur quel espace de 
matrices est pris le determinant. 

Nous pouvons maintenant appliquer la correspondance EH) et cela nous mene a 
Taction suivante : 

Sbina[F, C/\ I Oil 

J M \ 

(5.32) 


det (11 2 ® 
c 2 ®m®r v 




+ fd~ l J 


pa 

fils 


'T a ) 


(Tx . 


Cette action satisfait les points 1), 2), 3) et 4), si Ton prend J comme etant un element 
de SL( 2, C) (et de carre —11 2 ). Le Lagrangien est encore independant du choix de J. En 
particulier, nous retrouvons le Lagrangien de Born-lnfeld si Ton remplace T a par i et 
prenons = 1. 

Nous avons suppose dans (ECU que a et (3 sont des constantes reelles et positives. 

II est clair que seule une racine de degre Mr menera a une expression invariante sous 
diffeomorphismes, c’est-a-dire se factorisant sous la forme yjg x L(g, F ) ou L(g, F ) est un 
scalaire que nous appellerons Lagrangien, et on a : 


J bina 


(g,F) = a 1 - 


det fl -2 
C 2 ®M®R 


H 4 xd R + P 1 J ® F 


(5.33) 


ou F — \F^ V M^ V ® T a . Enhn, on a 3 : 


Sbina[d ; / ^bina if ]; C) \/ 1.9 X . 


J M 

Le determinant dehni dans (15.3311 peut etre ecrit de differentes manieres : 

I 9 <g> fl + (3~ l J ® F 

s ® 11 + /3 -1 s J 

5-2 p2' 


det 

C 2 0M®R 


= det 
C 2 0 M0R 


= det 11 + (3 
M0R 


(5.34) 


(5.35a) 

(5.35b) 

(5.35c) 


3 Nous pourrions prendre une racine d’un degre different (2 par exemple), mais nous obtiendrions 
alors une densite ne pouvant pas servir a fabriquer une mesure d’integration. II serait encore possible de 
multiplier cette densite par la densite yd? mise a la puissance necessaire pour obtenir une densite de poids 
1/2, mais une telle construction introduirait une dissymetrie entre g et F. 
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ou s et J sont des elements de SX(2, C), J satisfait J 2 = —11. Par exemple, si on choisit 
s = ia 2 , et sJ = —icr 3 dans (15. 351)1) . nous avons le determinant suivant : 


-iP~ l F 1 
-11 iP~ x F 


\g\ 


-2 d R 


-i/3 


-1 pa 

/MS 


g^v ® 11 


~g t iu ® 1 i(3 1 F f 


/ms 


Tn 


(5.36) 


Ce determinant est une generalisation directe du determinant considere par Schuller dans 
|Sch02| . dont Tidee est de considerer la matrice (15.361) dans le cas abelien comme la matrice 
definissant les relations de commutations entre les coordonnees dans l’espace de phase 
relativiste d’une particule ponctuelle chargee, couplee de maniere minimale au champ de 
Born-lnfeld. De maniere similaire, nous pouvons etendre cette interpretation au cas ou 
les coordonnees de cette particule prennent leurs valeurs dans une algebre de Lie, i.e. en 
imposant les relations de commutation : 

[X^,X v \ = ~F^9T a 

[X lt ,P v ] = -ig /u ,®l 1 (5 ' 37) 

[P M , P v \ = eF c ; w ® T a , 

avec 

X„:=X;®-iT a , ■= P* ®-iT a . (5.38) 

D’un autre cote, la forme particuliere (I5.35cl) nous permet de verifier que le Lagrangien 
est bien reel et en meme temps, cela donne une generalisation de Taction de Born-lnfeld 
telle qu’elle est donnee dans |Sch02| . 

On peut egalement remarquer, que lorsque Ton prend J = —icr^ dans (|5.35a,|) . le 
determinant peut etre ecrit comme la valeur absolue d’un nombre complexe : 


II -ip-'F 
0 


0 

l + iP^F 


= I det 11 — ip F 

M®R 


(5.39) 


5.2.8 Comparaison avec la trace symetrisee 

Nous allons maintenant faire une comparaison entre cette prescription et celle de la 
trace symetrisee. Cela nous donnera en meme temps des techniques de calcul pour ce type 
de Lagrangiens. 

Rappelons quelques formules utiles reliant le determinant d’un operateur lineaire M 
et ses traces : 

(det(l + M)Y 3 = exp (P Tr( log(l + M ))) 

OO 

= E E (-D 

n =0 a=(a 1 ,--- ,a„) 

e[5„] 

ou a G [En] et [E n ] est Tensemble des classes d’equivalence du groupe des permutations 
d’ordre n. Le multi-indice a est donne par un diagramme de Ferrer-Young ou de maniere 
equivalente par la relation : 


1 

cip! 

p= 1 y 


n 


p Tr(AfP) 
P 


(5.40) 
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En utilisant cette formule de trace, il est possible de developper a tout ordre en F, les 
Lagrangiens definis precedemment. Pour eviter toute ambigui'te, nous allons noter Tr_vf la 
trace prise sur les indices d’espace-temps, Tr fi la trace dans la representation matricielle 
de l’algebre de Lie g, et par Tr® le produit tensoriel des deux traces precedentes. 

Pour simplifier, nous allons absorber le facteur dans la definition du champ F. 
Ainsi, en suivant (lo.docl) . nous avons : 


det (1 + F 2 
M®R 


n=0 a=(oti,--- ,a n ) 
oo 


n 

TT 

i / 

-Tr ®(F 2fc )\ 

II 

k =1 

\ 

4dji x k J 


Oik 


Oik 


e e (-D-n^n 

n=0 a=(ai,—,a n ) fc=l m=1 

ak/0 


Tr M ( F a i • • ■ F°&) Tr_ R (T aT • • ■ T a ™ ) 


4 k 


d 


R 


(5.42) 


ou a £ [£„] satisfait kak = n . 

Nous pouvons comparer ce resultat avec celui obtenu par la prescription de la trace sy- 
metrisee fT^U7\ : 


1 - 1 I 

—S Tr ft (det (l + iF a T a ) ) 5 = —S Tt r ( det ( 1 + F a F h T a T b ^ A 5 


IR \ M 

n 


sE^E E (-irn* 

n— Oa=(ai,-,a n ) k =1 


1 / Tr M (F ai ■ ■ ■ F a2k ) 


Oik 


R 


n i a k 


e e (-!)■(n^n 

n =0 a=(ai,--- ,a n ) 


ak'- 

k=l m= 1 

Ok^O 


4k 

Tr M (F a ? ■ ■ ■ F a %) 
4k 


T ■ ■ -T 

-La i -Li 


a l a 2k 


X 


n a k 


X 




(5,43) 


\k =1 m =1 


Nous pouvons ainsi faire un developpement en serie des deux Lagrangiens obtenus et 
les comparer au Lagrangien de Born-lnfeld (cas abelien). 

Par exemple a l’ordre 4 en F. nous obtenons pour (Oil : 

Lbina ^ F '~ ~4 T r ^ ^ + 8 T r IV0 ^ ~ 32 

~ F b )K ab + l(F a , F b )(F c , F d )(-K ab K cd + K abcd + K acbd ) 

Z o 

+ l -(F a ,*F b )(F c ,*F d )K acbd , (5.44) 
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tandis que pour la trace symetrisee, on a : 

L Sym [F,g] = -y-5 Ttr( 1 - A /det(H + iF)) 
d R V M 

- F 2 + i Tr M F* - ±(Ti M F 2 ) 2 ) 

~ -i (F‘,F b )K al + i ((F d ,F b )(F c ,F d ) + (F d ,*F b )(F b ,*F d )) K {M) , 

(5.45) 

avec K {abcd} = \{K oh K cd + K ac K bd + K ad K bc + \S e ab S cde + \S e ac S bde + \S e ad S bce ). 

Nous avons adopte les conventions suivantes : 

TaT b = -fell + ^C 2 b T c + l -S^T c , (5.46) 

ou gab = j^Sab , Scab = 9cdS^ b est completement symetrique et reel, C cab = g c dC^ b comple- 
tement anti-symetrique et reel, et 

K n ... „„ = - 7 - Trfi(T ni • ■-T a „) . (5.47) 


5.2.9 Calcul explicite pour G=SU(2 ) 

Nous allons faire le calcul du Lagrangien generalise de Born-lnfeld L bina (15.331) dans le 
cas d’un groupe de structure G = 577(2). Les generateurs T a = — |cr Q sont represents par 
les matrices de Pauli usuelles. Afin de simplifier le calcul, nous allons prendre le facteur 
(3 = 1/2 dans (15.391) . 

Tout d’abord, on peut remarquer que dans (15.391) . l’expression det_M 0 ^(ll — i(3~ l F) 
est un carre parfait. En effet, si on multiplie l’expression precedente par 1 = det^ (g) i?(]l ® 
— 1 ( 72)1 on obtient : 

det ft-* 2 iP') — det ft 0 (— m 2 ) + F a ® (5.48) 

m®r \ J m®r V / 

= I g\~ 2 det (, g ® (~ia 2 ) + F“ v ® (Ar 2 a a )) . (5.49) 


La matrice sous le determinant est anti-symetrique et done son determinant est un 
carre parfait. Cela implique que la plus grande puissance de F dans l’expansion de 


exp(| Tr log(l + 2 iF)) est 4, et F 


011 a 


det (11 + 2 iF) 

M0R 


^exp ^ Tr log(l + iF)\ ^ 




2 
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ou ti = Tr 5 

En utilisant la formule EM , nous avons : 

Luna = 1 - y/{l + 2 P- Q 2 ) 2 + (2iP 3 ) 2 , 


Oil 


2 P = 

& 

Q 2 = 

U 1 f 

8 fc4 32 L ‘ 

K 3 = 

~¥ 3 


= (F a ,F a 


L acbd 


(5.50) 


(5.51) 


= h abc Tr M (F a F b F c ' 


Notons que le Lagrangien depend exclusivement de trois invariants dependants de F, 
alors qu’il existe 8 invariants independants |Ros77l IaTT78| pour SU(2). 


5.3 Theorie de Born-lnfeld non commutative 

5.3.1 Rappels sur les champs de jauge en geometrie non commu¬ 
tative et notations 

II a ete developpe dans le chapitre 01 une theorie de Maxwell non commutative basee 
sur F algebre A = C°°(V) 0 M n ( C). L’idee etait d’utiliser non plus un calcul differentiel 
gradue commutatif, mais une algebre differentielle graduee (non commutative) afin de 
decrire les champs de jauge. Nous avons vu que cela mene naturellement a une theorie de 
jauge non abelienne couplee a des champs de Higgs. Nous allons ici rappeler les principales 
caracteristiques de cette theorie et en donner une presentation minimale afin que le present 
chapitre soit autonome. 

Pour 1’algebre A = C7°°(V^) 0 M n ( C), les “champs de vecteurs” sont generes par les 
derivations de C°°(H) et les derivations interieures de M n ( C). L’algebre differentielle gra¬ 
duee fi2 Der (H) est generee par les 1-formes formant une base duale des derivations. Pour 
construire une theorie de jauge, nous allons considerer l’algebre A comme un bimodule 
sur A. Dans ce cadre, un choix de jauge correspond a choisir un unitaire e de A, satisfai- 
sant h(e,e) = 1, ou h definit une structure hermitienne sur A. Alors tout element de A 
peut etre ecrit sous la forme em avec m e A et une connexion sur A est definie par une 
application : 

V : A — > D 1 (M) em >• (Ve) m + e dm . 

Dans la jauge e, une connexion est completement caracterisee par un element to de O 1 (^4.) : 

Ve = e to . 

On peut egalement decomposer to en une partie verticale et une partie horizontale : 

to — tOh -b to v avec tOh — A to v — 9 -f- <f> . 

A est l’analogue du champ de Yang-Mills, 9 est la 1-forme canonique sur l’algebre des 
matrices et joue le role d’une origine dans l’espace affine des connexions. Elle satisfait 
F equation : 


do + 9 A 9 = 0 . 
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Enfin, 0 est une forme tensorielle et peut etre identifiee a un multiplet de champs scalaires. 

Nous pouvons choisir une base locale des derivations de A : {e M ,e a }, ou sont les 
derivations exterieures de C°°(V ) et e a = ad(X a ), avec {A a } une base de matrices anti- 
hermitiennes de M n ( C), sont les derivations interieures de M n ( C). 

La base duale sera notee par { 9^,9 a }. En particulier, on a : 

A = 9 = -\ a e a 0 = (j> a B a . 

Si nous choisissons une connexion anti-hermitienne, on a : 0 = <p b a \0 a . 

La courbure associee a to est : 


= du + u A u 

et nous pouvons egalement definir le champ de force : 

F = dA + A A A . 


On a 1’identification suivante : 





D [i4*a 


— D^a 

^ab = [0a, 0ft] - C'ab0 c 


ou C%b son t l es constantes de structure dans la base {A a }. 

Une transformation de jauge se fait par le choix d’un element unitaire U de M n ( C), 
satisfaisant h(eU, eU) = 1. Alors dans une jauge e' = eU, on a : 

J = U~ 1 ujU + U~ x dU . 


La forme 9 est invariante sous ces transformations de jauge, et done A et 0 se transforment 
de la maniere suivante : 

A' = U~ 1 AU + U~ l dU 0' = U _1 0t/ . 


Si l’on prencl en compte le fait que toutes les formes apparaissant ici sont a valeurs 
matricielles, il est assez naturel d’utiliser des invariants provenant de l’application deter¬ 
minant et trace dans la construction de Lagrangiens. 

5.3.2 Action de Born-lnfeld 

Nous voulons dans cette section, donner une generalisation du Lagrangien de Born- 
lnfeld pour les champs de jauge intervenant dans la geometrie non commutative des 
algebres de fonctions a valeurs matricielles. De la meme maniere que la theorie de Born- 
lnfeld generalise la theorie de Maxwell, cette theorie generalisera la theorie de Maxwell 
non commutative. Nous avons considere dans |SMK04| une generalisation de Taction de 
Born-lnfeld pour une connexion non commutative. Cette generalisation est elle meme une 
generalisation du Lagrangien Lbi na do.331) et s’obtient en considerant la densite : 

Chine = x/det \g\ - {| det(l (g) g + J ® U|} 1/4n (5.52) 

ou T2 = Vl a pL a 9^ avec L af3 les generateurs de la representation fondamentale de Talgebre 
de Lie de SO{ 4 + n 2 — 1) et J est un element de SL( 2 , C) de carre —11. 
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Limite de Yang-Mills 

Lorsque la partie interieure de la connexion non commutative u correspond a la forme 
canonique 9, i.e. le champ scalaire 0 = 0, alors on retrouve la densite C bma proposee dans 
la section eh\ pour la connexion ordinaire A, c’est-a-dire : 

China = ^9 L bina = \Ad\ ~ | det (l 2 ® ® U d R + J ® F“ v ® T a ) | ^ . 

Limite n — 1 

Si Ton considere le cas n = 1, que cela soit pour le Lagrangien L binc ou pour L bina) on 
retrouve Faction de Born-lnfeld EH). 

5.4 Etude numerique de solutions 

Je presente dans cette section des resultats d’etudes numeriques des solutions aux 
equations du mouvement pour les Lagrangiens Lb ina et Lbi nc presentes dans les sections 
precedentes. 

5.4.1 Solutions statiques a symetrie spherique 

Nous allons voir dans cette section le resultat d’une etude des solutions statiques a 
symetrie spherique pour le Lagrangien L bina dans le cas d’un groupe de structure SU(2). 

Ansatz de 't Hooft 

’t Hooft [tH74| proposa un ansatz pour etudier les solutions statiques, a symetrie 
spherique et purement “magnetique” des equations de Yang-Mills. Cet ansatz est en fait 
independant des equations du mouvement et pourra nous servir pour etudier d’autres 
types d’equations du mouvement, comme celles obtenues pour les actions de type Born- 
lnfeld. Cet ansatz est appele ansatz de ’t Hooft-Polyakov et est le suivant : 

A = 1 "^W - 1 avec U = e l7T% ' 

= (1 — k{r))\T r ,dT r ] = (1 — k(r)) (T e sm6d(p — T v d6) (5.53) 

1 -k(r) _ r 

=-—- (r AT) • dx , 

ou nous utilisons les notations habituelles. Nous pouvons l’exprimer en composantes : 

A a k = (1 ~ r t (r)) e a km x m , (5.54) 

ou 

et, 6, c... 1,2,3 , i -j. k... 1,2,3 , c km e ^ Qi k Qjm • 


La notion de symetrie spherique pour les potentiels de jauge en theorie de Yang-Mills fut 
analysee par P. Forgacs et N.S. Manton dans jlFMRO lj. ainsi que dans [ BKM92 J. L’ansatz 
de’t Hooft-Polyakov est en fait un cas particulier de Fansatz de Witten [ Wit,7 7| qui est 
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le plus general possible pour un potentiel de jauge (ou connexion) a symetrique sphe- 
rique (pas necessairement statique). L’ansatz de Witten est completement justifie par les 
techniques de reduction et est lui meme un cas particulier de connexions non commuta- 
tives symetriques (voir section 13.8.11) . Les proprietes de l’ansatz de Witten sont egalement 
discutees dans mm- 

Nous avons vu que pour ce type d’ansatz, il y a une symetrie U(l) residuelle et que 
les champs intervenant dans l’ansatz peuvent s’interpreter dans le cadre d’une theorie de 
jauge f/(l) sur un espace de de Sitter de dimension 2, contenant une connexion et un 
champ scalaire complexe w avec un potentiel de type Higgs. Dit autrement. les degres de 
liberte d’une connexion symetrique sont parametres par quatre fonctions reelles ao, «i, 
Re(w ), et Im(w ) (nous utilisons les notations introduites dans |i VG99 ]L La symetrie de 
jauge nous autorise a faire un choix de jauge cq = 0. 

La composante a 0 est eliminee si l’on se restreint a ne regarder que les solutions de 
type magnetique. Dans le cas statique, les equations du mouvement possedent une inte¬ 
grate premiere (due a la symetrie £/( 1) globale residuelle) qui est nulle pour les solutions 
d’energie finie a l’infini. Cela se traduit par un choix de phase de la fonction w qui permet 
de retrouver l’ansatz de’t Hooft 

Dans ce cas, les seules composantes de la courbure F non nulles sont celles de type 
magnetique : 

B? = At \fif a ( 1 - k 2 ) - rk' if 1 , (5.55) 

er l 

ou fi — — et P- 1 = Sf - f a fi est la projection sur le plan perpendiculaire au vecteur radial. 


Calcul du Lagrangien 

A l’aide de Fansatz de ’t Hooft (15.5311 . les trois invariants apparaissant dans le Lagran¬ 
gien peuvent s’exprimer de la maniere suivante : 

2 P = li [(1 - k 2 ) 2 + 2 (rk') 2 ] 

K 3 = ±((l-k 2 )(rk') 2 ) ^ 5 ' 56 ) 

Q 2 = 0. 


Alors Faction devient : 

^ = /(i-{(i + (1 -^ +2W ) a 


4 

^12 


(1 — k 2 ) 2 {rk') A 


1/4 


r 2 dr . (5.57) 


Pour l’etude des solutions aux equations du mouvement associees a ce Lagrangien, il 
est utile d’introduire la variable de “temps” : r = log(r). Alors Faction prend la forme 
suivante : 


S, 


bina 


= y (1 — \/~A) e 3r 


dr 


(5.58) 


A = (1 + a 2 + 2b) 2 + 4 a 2 b 2 = (1 + a 2 )((l + 2 b) 2 + a 2 ) . 
a — (1 — k 2 )/r 2 
b = k 2 /r 4 


ou 
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Les equations du mouvement associees sont les suivantes : 


Ak + ^4fc( 


3 A 

4 A 


dr 


4 = 0. 


ou de maniere equivalente : 


J k = u 

\ u = 7(fc, u, t)u + k(k 2 — 1) 


avec 

7 (k,u,r) 


n u 2 + 2uk(l — k 2 ) + (1 — k 2 ) 2 
r 4 + (1 — k 2 ) 2 

6tx(l - fc 2 ) [far 2 + 2it(l - k 2 ) + fc(l - fc 2 ) 2 ] [r 4 + 2 m 2 + (1 - k 2 ) 2 ] 
[r 4 + (1 — /c 2 ) 2 ] [(r 4 + 2u 2 ) 2 + (1 — /c 2 ) 2 (r 4 + 6 u 2 )\ 


(5.59) 


(5.60) 


(5.61) 


Le coefficient 7 joue le role d’une friction (terminologie empruntee a la mecanique) 
et est similaire a celui trouve dans mm- Dans la theorie de Yang-Mills, avec le meme 
ansatz, le facteur correspondant est 7 ym — 1- 

Le systeme (13.601) n'est pas autonome (he., certains coefficients dependent explicite- 
ment de la variable r) et une etude qualitative du comportement de ses solutions peut etre 
faite en faisant une analyse de points fixes. L’analyse doit etre faite en terme des variables 
(r, k,u) (voir par exemple |CK78i| h II ne peut pas y avoir de points fixes dans la variable 
temporelle r qui “court” toujours. L’idee est done de trouver des solutions asymptotiques 
pour la fonction k pour r —> — 00 (r —> 0) ou r —> 00 (r —► 00) et de trouver des solutions 
aux equations du mouvement en faisant un developpement asymptotique en puissance de 
r ou 1 /r. Pour r —> 00, le systeme admet les points fixes (k = l,u = 0) et (k = —1 ,u = 0). 


Developpement asymptotique 


Bien que les solutions aux equations du mouvement semblent posseder des developpe- 
ments asymptotiques analogues a ceux trouves dans |f)OZDTl lDOf)f)t GKC 


4797111)00(1 IQKnnj . une analyse 
detaillee montre que des solutions du type de Bartnik-McKinnon [ BM88] sont exclues ici. 

Nous trouvons deux developpements en puissance de r qui satisfont les equations du 
mouvement asymptotiquement autour de r = 0. 

1. Le premier developpement depend de deux parametres k 0 et a et commence de la 
maniere suivante : 


, , , f 5a 2 g 

k=k 0 + ar-k,^— + — 2 


2 a 8 (52 

r 2 -1 3— 


70g) - 9a 4 g 3 + (g- 1 )g A 

108 a 5 g 2 


r 3 + 0(r 4 ) , 


(5.62) 

ou g = 1 — /cq, a 7^ 0 et g ^ 0. Ce developpement presente certaines similarites avec 
celles obtenues dans |PQ7971 IDOOOj cjui dependent du meme parametre k 0 . 

2. Le second developpement depend d’un parametre b et commence de la maniere 
suivante : 


k — ± ( 1 — br 2 + 


3 b 2 + 92fc 4 + 608fe 6 


r 4 + 0(r 6 ) 


10 + 2006 2 + 16006 4 


(5.63) 
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Autour de r = oo, nous pouvons trouver un developpement en puissance de r 
dependant d’un parametre c, et qui commence de la maniere suivante : 

= ± (l - ; + ^ + O(^)) ■ (5.64) 

Nous remarquons que ce developpement est le meme jusqu’a l’ordre 7 que celui ob- 
tenu pour les solutions aux equations de Yang-Mills. Cela nous permet d’interpreter les 
integrates a l’infini en terme de charge magnetique, energie, ... 

Maintenant que nous connaissons les solutions asymptotiques aux equations du mou- 
vernent, nous allons chercher des solutions globales raccordant ces differents developpe- 
ments. Ce type de solutions ne peut etre obtenu de maniere analytique a cause de la 
complexite des equations du mouvement. Nous allons done faire une recherche numerique 
de ces solutions. 

Solutions numeriques 

La recherche de solutions numeriques est basee sur les merries techniques que celles 
developpees dans |DGZ971 iDGOOl |GK00| . Grace aux developpements (15.6211 et (15.641) . 
nous evaluons les conditions initiales a utiliser pour l’integration numerique des equations 
(15.601). Les trois parametres intervenant dans les differents developpements (deux en r = 0 
et un en r = oo) sont relies par deux equations de contraintes. Les solutions peuvent done 
etre indexees par un parametre reel et nous prendrons c (cf eq. (15.6411 ), avec c > 0 ou bien 
T c = l0g(c). 

On peut assigner a chaque solution un entier n, n — 1 etant le nombre de fois que la 
fonction u passe par zero ou le nombre de tours des solutions dans le plan (k, u). Quelques 
solutions sont tracees sur la figure Fig. 15.11 

Quand le parametre r c varie de —oo a +oo, on observe que l’entier n croit de 1 a Loo. 
Ainsi, a chaque fois que l’entier n augmente de 1, on peut faire corresponds certaines 
valeurs caracteristiques du parametre r c : 


T c 

1.658 

4.781 

7.510 

10.092 

13.218 

16.530 

19.813 


Les solutions, que nous avons obtenues numeriquement, prennent les valeurs k — la 
r = oo et k = ko, avec — 1 < k 0 < 1 en r = 0. Ce comportement est radicalement different 
des solutions de type sphaleron obtenues par Bartnik-McKinnon dans (BM88j ou d’autres 
solutions du meme type obtenues dans GKOOl . 

Pour ces solutions, les deux parametres k 0 et a de (15.621) sont des fonctions du pa¬ 
rametre t c . Nous avons evalue l’energie de ces solutions pour des valeurs du parametre 
k 0 pour r c variant de —10 a 20. L’energie E est representee en tant que fonction de r c 
dans la figure Fig. 15.21 On observe la presence de minimums locaux sur cette courbe. 
Ces minimums locaux semblent survenir aux valeurs critiques definies precedemment du 
parametre r c . L’energie des solutions tend vers la valeur E Tc=oc = E n=oc = 1.23605... 
lorsque r c —> oo, c^ui correspond a l’energie d’une charge magnetique ponctuelle de type 
Born-Infeld |GK00| . 

Sur la figure Fig. 15.31 est tracee la dependance du parametre k 0 en r c pour ces solutions. 
On peut observer des singularites dans les derivees de cette courbe aux valeurs critiques 
du parametre r c . 
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k 




-0.1 L-.-*-i-*-*-*-C—»-*-*-i-*-*-*-i-*-*-*-i-*-*-*-i-*-*-*- 

- 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 

Fig. 5.1 - Solutions pour les valeurs de parametre r c = —3,1.2,4, 7,10. 
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E 



Fig. 5.2 - Energie en fonction du parametre r c . 
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fco 



d 2 ko 



Fig. 5.3 - k 0 en fonction du parametre r c et sa derivee seconde. Les singularity de 
d 2 k{)/(I t 2 coincident avec les valeurs critiques du parametre r c . 
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Nous remarquons que toutes les solutions tendent vers les solutions du vide de la theorie 
de Yang-Mills lorsque r —* oo, ce qui veut dire que loin de l’origine les non-linearites du 
modele sont negligeables. Au contraire, pres de l’origine r = 0, nous obtenons des solutions 
non triviales, de type monopole magnetique, parametrees par la constante k 0 . 
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5.4.2 Solutions pour le secteur scalaire 

Dans cette section, je presente les resultats d’une etude des solutions aux equations 
du mouvement pour certains ansatzs dans le Lagrangien Lbinc et dans le cas d’une algebre 
de matrice M 2 (C). 

Reduction du Lagrangien pour les champs scalaires 

Nous travaillons toujours dans le cas ou l’algebre est (8) M 2 (C). Afin d’avoir 

une idee du type de solutions que Ton peut obtenir pour la partie champ scalaire, nous 
allons supposer que les champs de Yang-Mills sont nuls et nous allons prendre l’ansatz 
pour la partie scalaire <p 6 (^(IRU) : 


cj) = p 6 . 

Dans ce cas, le determinant intervenant dans l’equation est : 

iD<t> 

-iDcf) g ab + iH ’ 


(5.65) 


ou 


H {O a j,} a fo=l 2 3 D(j) {Dfj,= 0,1,2,3 Qfiu Qfiv ® -^2 • 

a=l,2,3 

Grace au lemme de Schur, nous pouvons reduire ce determinant a celui de la matrice 
suivante : 

\h + iH - D^(j)D^(j)\ . 

Pour les memes raisons que dans la section precedente, ce determinant est un carre parfait, 
et sa racine peut s’exprimer a l’aide d’une somme finie de produits de traces de la matrice 
M = iH — DcpDcf) (nous noterons D^D^cj) = D<pD(j) = (Deft) 2 ). On peut ainsi calculer le 
Lagrangien de Born-lnfeld et on obtient : 

1 

Lbinc = 1 - j(l + 3 (3~ 2 (Dp) 2 ) 2 + 16 f3~ 2 p 2 {p - m) 2 | 4 y/l . 

ou (3 est le parametre de Born-lnfeld et m est un parametre de masse pour le champ 
scalaire. Ces parametres seront mis egaux a 1 dans la suite. 

Le cas statique 

Dans cette section, nous montrerons que l’on ne peut pas obtenir de configuration 
statique non triviale pour ce champ scalaire. Les arguments que nous allons utiliser sont 
une adaptation de ceux utilises dans le theoreme de Derrick |Der64 |. L’idee est d’utiliser 
des dilatations du champ p(r) P\{r) = p{\r) de maniere a generer une courbe a un pa¬ 
rametre dans l’espace des champs passant par une solution. Alors le principe variationnel 
le long de cette courbe est : dS[p\]/dX = 0 a A = 1, i.e. : 
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On peut voir que la fonction sous l’integrale peut s’ecrire de la maniere suivante : 
f(f, r) = 1/3 (ggr ~ 3L] 

= |^[( 1 + 3 P )( 1 + 2 P ) + 16s2 ] - 1 . 

ou 

s = <p(<P~l) P = P ' 2 

A = 1 + 4s 2 B = (1 + 3 p) 2 + 16s 2 . 

On voit que la fonction / est toujours positive du fait de la relation suivante : 

((1 + 2p)(l + 3 p) + 16s 2 ) 4 > ((1 + 3 p) 2 + 16s 2 ) 3 => / > 0 . 

Ainsi, la condition (15.6611 est satisfaite si et seulement si / = 0 pour tout r > 0. L’equation 
/ = 0 n’admet que les solutions triviales, <p' = 0 et <p — 0 ou 1. Cela nous mene a la 
conclusion, comme dans le cas considere par Derrick |Der64] , qu’il n’y a pas de solution 
non triviale dans ce modele. 

Solutions dependantes du temps 

II est possible de faire une analyse des solutions homogenes dependantes du temps. 
Nous considerons done l’ansatz F /w = 0, (j) a = (pT a dans le Lagrangien de Born-Infeld non 
commutatif. Ce dernier prend alors la forme suivante : 

L binc = 1 - {1 + 6 {D(f>f + 9 {D(j>f + 16 0 2 (0 - l) 2 }^ Vl + W “I) 2 • 

Si Ton prend le sous-ansatz tp = alors les equations du mouvement sont : 

ip = u 

(1 + 4 X)g(X, Y)u + 4ss'h(X, Y) = 0 , 
ou 

s = p(p — 1) , s' = 2p — 1 
X = s 2 , Y = u 2 

g(X, Y) = 16X(1 - 9 Y) + (1 - 3 Y) 2 

h(X, Y) = ((1 - 3 Yf + 16X)(1 -Y + 8X)- 6(1 + 4X)(1 - 3 Y)Y . 

II y a des points dans l’espace des phases ou u n’est pas bien defini, ce sont les points ou 
le polynome g s’annule (4 courbes dans la figures Fig (15.411 ). Cependant, l’indetermination 
peut etre levee aux points ou la fonction 4 ss'h(X,Y) s’annule (c.f. courbes gris clair) en 
meme temps que la fonction g(X, Y). Ces points sont au nombre de 16 et l’indetermination 
est levee pour 14 d’entre eux (voir sur la figure Fig. JSH les points accentues en gras 
ainsi que les fleches qui indiquent les directions possibles du vecteur tangent une fois 
l’indetermination levee). 
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On remarque que dans une certaine zone de l’espace des phases, les trajectoires sont 
periodiques et definies pour tous les temps. Si Ton prend des conditions initiales a l’exte- 
rieur de cette zone, on ne peut integrer le systeme que sur des temps finis, c’est-a-clire que 
les solutions 4>(t) trouvees ont leur derivee seconde qui diverge en un intervalle de temps 
fini puisqu’elles sont amenees a "heurter" une des courbes ou g = 0. 

II semble cependant que certaines trajectoires peuvent traverser les courbes de sin¬ 
gularity g = 0 aux points ou l’indetermination est levee. Cela donne un ensemble de 
trajectoires "limites” qui passent par ces points et qui peuvent eventuellement etre pro- 
longees sur l’intervalle de temps R. 



Fig. 5.4 - Points et courbes caracteristiques dans l’espace des phases 
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Fig. 5.5 - Quelques trajectoires permettant de caracteriser l’espace des phases 
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5.4.3 Vers une application en cosmologie 

Nous pouvons essayer de coupler le modele precedent avec champ scalaire a la metrique 
de Friedmann-Robertson-Walker afin de voir dans quelle mesure ce type de Lagrangien 
peut etre utile en cosmologie. Nous nous contenterons ici de faire une analyse des points 
fixes. 


Analyse des points fixes pour le champ scalaire libre couple a la gravitation 


Avant de considerer Faction de Born-lnfeld, nous allons rappeler l’analyse qui peut 
etre faite pour le cas du champ libre. Les notations utilisees pour les constantes sont : 

^L = 8 nG = K 2 . 
m z 

Nous allons etudier le comportement d’une theorie de gravitation pour un univers 
homogene et isotrope avec un champ scalaire dont la densite d’energie est : 

P = + \m 2 (ft 2 ) + p 0 

et la pression : 

P = H^<P 2 ~ 7,m 2 4> 2 ) ~ Po ■ 

Alors, les equations du mouvement sont : 
k k 2 

H 2 -1— - — — p (Friedmann) 

a z 3 

(p + 3 H(f> + m 2 0 = 0 (equation du mouvement pour (ft) 


Voici deux autres equations non independantes des deux precedentes mais utiles : 


H = 


bn 2 


H-n 


H 


h K 2 1 

2 urv A. 2 ,2 

H — - (-meft 

3 v 2 


K 

~2 Pq 


Nous pouvons alors reecrire le systeme d’equations du mouvement comme un systeme 
d’ordre 3 pour les variables ((ft, u , H) : 


(ft = u 

u = —m 2 (ft — 3 Hu 

H = - u>) + j Po - H 2 

et considerer Fequation de Friedmann comme une contrainte. 
Le point fixe de ce systeme est 


u = 0 
(ft = 0 


H 2 = 
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mais il faut faire attention a ce que ces conditions soient compatibles avec Pequation de 
Friedmann. Dans les cas ou ce point fixe existe, il est interessant de lineariser le systeme 
cl’equations autour de ce point. On pose alors H — H 0 + SH et en ne gardant que les 
termes du premier ordre en </>, u, SH, on obtient le systeme linearise : 

/A / o i o 

I ii = — rn 2 —3H 0 0 

\hJ V 0 0 ~ 2H S 

On remarque que les variables (4>,u) se decouplent de SH. Pour (<j),u), on trouve done 
les valeurs propres : 



A ± = -5|£±i V / 97/ 0 2 -4mV 

Il faut analyser les differents regimes possibles selon la valeur de H 0 , m 2 . Tout d’abord, 
nous allons considerer H 0 > 0 (univers en expansion). Il faut ensuite distinguer les cas 
m 2 > 0 (point stable) et m 2 < 0 (point instable). 

- Dans le cas m 2 > 0, 

- pour 977 q — 4m 2 < 0, 

A 

- pour 97 /q — 4m 2 > 0, 

= <0 

- Dans le cas m 2 < 0, on a 

> 0 

< 0 

qui correspond a un point en selle, done instable. 


A+ = 


3 Hr) 


A_ = 


2 v 
3H 0 




(i-O- 


4m 2 , 


Champ scalaire de type Born-lnfeld couple a la gravitation 

Nous allons analyser les points critiques pour une theorie de champ scalaire ayant pour 
Lagrangien : 







4 0 2 (~7 + <P?\ 

( 3 2 ) 


1 

2 


couple de maniere minimale a la metrique de Friedmann-Robertson-Walker. 
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La densite d’energie associee a ce champ scalaire a la forme suivante : 

| 4 0 2 (~ 7 + 0) 2 ^ _ 300 16 0 2 (~ 7 + 0 ) 2 ^ 


P = 


l-^l + 


16 0 2 (— 7 + 0 ) 

P 2 


3 

2 \ 4 


- 1 


Autour des points fixes, la theorie a un comportement similaire a la theorie fibre pour 
laquelle la densite d’energie est : 


P = + \rn 2 ct) 2 ) + p 0 • 

Si on linearise les equations du mouvement obtenues du Lagrangien de Born-lnfeld, 
on obtient alors des equations identiques a cedes du champ fibre avec des valeurs de 
parametres p 0 et m 2 bien specifiques. 

Les deux parametres du modele auquel sont relies p 0 et m 2 sont les parametres (3 
et 7 (masse du champ scalaire). Les trois points fixes du Lagrangien consideres sont 
(</> = 0 ,u — 0 ), (0 =, 7 ,u = 0 ) et (0 = u — 0 ). 

Pour les deux premiers, on trouve : 


m 2 = A'y 2 
Po = 0 , 


ce qui correspond a un point stable avec valeurs propres A± = ±* 27 . 
Pour le point (0 = ^,u = 0), on trouve : 


m 


2 


P 0 



1 , 


ce qui correspond a un point instable avec valeurs propres A± = ±* 27 . Les valeurs propres 
peuvent etre calculees de maniere exacte en fonction des parametres 7 et (3 et nous pouvons 
les donner sous la forme de developpement en puissances de (3 : 
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Conclusion et perspectives 


Le theme central de cette these a ete l’etude des algebres d’endomorphismes et leurs 
diverses applications. 

II a ete montre comment ces algebres pouvaient servir a reformuler les theories de 
jauge ordinaires, ce qui a permis de fournir une nouvelle grille de lecture d’un ensemble 
de phenomenes decrits habituellement dans un cadre geometrique. 

Outre le fait de fournir un nouveau point de vue sur les theories de jauge en plongeant 
differents modeles dans un cadre algebrique, nous avons vu qu’il est possible de considerer 
une generalisation des theories de jauge pour des connexions non commutatives permet- 
tant ainsi de relier entre eux des degres de libertes qui apparaissaient auparavant comme 
isoles. Plus precisement, nous avons vu qu’un champ de jauge et un champ de Higgs, ha¬ 
bituellement represented par une connexion ordinaire et une section d’un fibre vectoriel, 
pouvaient etre vus comme les differentes parties d’une connexion non commutative. De 
ce point de vue, le fait de travailler avec une algebre d’endomorphismes plutot qu’avec un 
fibre principal permet d’unifier certains concepts de theories classiques des champs. Les 
Lagrangiens de type Yang-Mills-Higgs ainsi obtenus possedent une structure relativement 
rigide due a la nature geometrique et algebrique des modeles introduits. Neanmoins, la ca- 
racterisation des connexions ordinaires et non commutatives invariantes sous Taction d’un 
groupe de Lie compact effectuee en detail dans le chapitre 01 peut permettre d’introduire 
plus de diversity dans les modeles obtenus. 

Grace a cette nouvelle structure d’algebre, certains objets deviennent plus facilement 
manipulables et/ou caracterises de maniere plus directe. Rappelons par exemple que pour 
une algebre d’endomorphismes donnee, le groupe de jauge est un sous-groupe du groupe 
des automorphismes interieurs, et l’algebre de Lie du groupe de jauge correspond aux 
derivations interieures de 1’algebre. Nous avons egalement vu que le morphisme de Weil, 
servant a obtenir les classes caracteristiques en geometrie ordinaire, peut etre obtenu 
par une construction completement algebrique et relativement naturelle a partir de la 
suite exacte courte reliant les derivations interieures aux derivations de l’algebre. Enfin 
notons que le fait d’avoir une presentation algebrique des theories de jauge permet de 
se rapprocher des techniques utilisees en theorie quantique des champs. Nous pouvons 
clonner comme exemple la symetrie B.R.S.T. qui est un outil essentiel en theorie quantique 
des champs pour l’etude des anomalies ainsi que pour prouver la renormalisabilite d’une 
theorie de jauge. Cette symetrie est reliee a la geometrie de l’espace affine des connexions 
et au groupe de jauge, ce dernier etant caracterise de maniere tres simple dans ce nouveau 
contexte. Notons egalement que des techniques homologiques sont utilisees dans ce cadre 
et il serait interessant de voir si la construction du morphisme de Weil que nous avons 
obtenue dans la section l2.2.ol nent s’inscrire dans une construction homologique de meme 
type. 
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Nous avons vu qu’il est possible de definir une structure Riemannienne ainsi que le 
concept de connexion de Levi-Civita sur une algebre d’endomorphismes. En particulier, 
une telle structure Riemannienne permet d’introduire naturellement une connexion (or¬ 
dinaire) de reference. La construction de cette connexion, faite dans la section H.2.21 s’ap- 
parente aux constructions de type Kaluza-Klein habituellement effectuees sur les fibres 
principaux. L’introduction d’une metrique s’avere egalement indispensable pour pouvoir 
formuler un principe de moindre action pour une connexion non commutative. Nous avons 
formule un modele de “Maxwell non commutatif” dans la section I4.2.4l et cela nous a mene 
a un nouveau type de modele de theorie des champs couplant de maniere originale la me¬ 
trique (au sens generalise) et une connexion non commutative. On a alors une approche 
interessante des theories de jauge avec brisure de symetrie sur un fibre non trivial. La 
connexion de reference donnee par la structure Riemannienne est decrite par un champ 
de fond “A” et une possibility s’offre de considerer, pour cette connexion, un representant 
d’une classe caracteristique. 

Une autre possibility est de considerer Faction de Einstein-Hilbert pour la structure 
Riemannienne introduite sur l’algebre des endomorphismes. On obtient alors un modele 
dans lequel la connexion de reference A et la forme tensorielle a ont une dynamique 
differente. 

II serait interessant d’etudier le rapport entre les algebres d’endomorphismes munies 
d’une structure Riemannienne et les algebres obtenues a partir de fibres en algebres de 
Clifford, egalement construites de maniere naturelle a partir cl’un fibre vectoriel (le fibre 
tangent) et d’une metrique sur ce fibre. Une telle approche pourrait permettre d’introduire 
les spineurs dans notre modele et eventuellement de traiter la gravitation dans un cadre 
algebrique similaire a celui developpe pour les algebres d’endomorphismes. II serait egale- 
ment interessant d’adapter et de generaliser les techniques developpees pour les algebres 
d’endomorphismes a d’autres types d’algebres non commutatives telles que les algebres 
obtenues a partir de fibres en algebres d’operateurs. Ces algebres furent introduites par 
Dixmier et Douady dans [ Dix57 . DD63 . Dixfi4 j. 

Nous pouvons conclure par le fait que le present travail a permis d’une certaine ma¬ 
niere de consolider le pont entre geometrie ordinaire et algebre. En effet, les algebres 
d’endomorphismes fournissent une base pour pouvoir formuler des notions geometriques 
en rapport avec la notion de fibre principal dans un langage algebrique tout comme les 
CU-algebres permettent de formuler des notions de topologie dans un langage algebrique. 
Enfiii nous pouvons esperer que certaines constructions que nous avons obtenues dans ce 
cadre, comme la construction du morphisme de Weil, pourront fournir de nouvelles me- 
thodes de calcul en geometrie non commutative et qu’elles pourront s’adapter a d’autres 
types d’algebres comme des algebres obtenues par deformation “a la Moyal” |Moy49| (voir 
egalement CHUKOil ). ou encore les algebres des “spheres non commutatives” etudiees 
dans [CDYQ3I- Bien d’ autres exemples d’algebres non commutatives pourraient encore 
etre citees... 

Nous avons vu que du point de vue de la physique, la geometrie non commutative 
sert pour l’instant a formuler essentiellement des theories classiques des champs. Cette 
situation peut paraitre paradoxale etant donne qu’une des motivations principales pour 
la geometrie non commutative a ete la mecanique quantique. On peut done penser qu’une 
comprehension plus profonde de ces structures est certainement necessaire afin de pou- 
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voir formuler et decrire des phenomenes quantiques dans le cadre de la geometrie non 
commutative. 

Un autre aspect de cette these est l’etude des generalisations de la theorie de Born- 
Infeld aux theories de jauge non commutatives et non abeliennes. Une proposition de 
generalisation a ete faite en etendant le determinant de Taction de Born-Infeld, habituel- 
lement pris sur un espace de matrices representant des tenseurs 2 fois covariants, a un 
espace de matrices de taille plus elevee obtenu en considerant le produit tensoriel de Tes- 
pace de matrices representant des tenseurs 2 fois covariants avec Tespace des matrices M n . 
Nous avons ainsi obtenu un generalisation de Taction de Born-Infeld pour des connexions 
non commutatives. Pour les connexions representant une connexion ordinaire, on obtient 
alors une action de Born-Infeld pour des champs de jauge non abeliens. Cette generalisa¬ 
tion a ete comparee a d’autres generalisations telle que celle appelee “prescription de la 
trace symetrisee” utilisee en theorie des cordes pour reproduire la partie non derivative de 
Taction effective jusqu’a Tordre 4. L’action de Born-Infeld generalisee a ete etudiee plus 
en detail dans le cas d’un groupe de structure SU (2) pour des connexions non abeliennes 
et non commutatives. Lors de cette etude, Taccent a ete mis sur la recherche de solutions 
de type solitonique possedant des symetries particulieres (symetrie spherique) afin d’es- 
sayer de caracteriser Teffet des non linearites propres au modele de Born-Infeld. L’aspect 
dynamique des solutions a ete etudie dans le secteur scalaire (partie “non commutative” 
d’une connexion). 

Enfin notons que dans le cadre de la theorie des cordes, on voit apparaitre la notion 
de theorie des champs sur espace non commutatif, la non commutativite des coordonnees 
etant mesuree par un champ de fond representant une 2-forme. On peut alors 

associer a son champ H = dB une classe de Dixmier-Douady. II serait interessant de voir 
si les algebres de sections de fibres en algebres, generalisant les algebres cTendomorphismes 
et correspondant a ces classes, pourraient etre utiles dans Tetude de ces theories. Une 
telle approche pourrait permettre d’etablir de nouveaux outils et techniques de calcul afin 
d’apporter une lumiere nouvelle sur les differentes structures algebriques intervenant dans 
ce contexte. 
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Annexe A 

Quelques Lagrangiens pour champs 
sea la ires 


Dans cette annexe, est explique le calcul du Lagrangien resultant de differents ansatz 
sur le Lagrangien de Born-Infeld non commutatif Lb inc ( c.f . formule (15.5211 1 pour une 
theorie de jauge non-commutative construite sur l’algebre C°°(M ) 0 M(2,C). 


A.l Notations 


Nous adopterons les notations suivantes : 

I 'a i&a 

T a Tb = —S a b + tabcTc 

c 

[T a ,Tb\ = C^b = 2e a bcT c 

ou T a sont les generateurs antihermitiens de sl(2). On definit egalement les quantites 
suivantes : 

,, r-i)[fi 


a\...a n 


soit 


K-ab &ab 
K-abc ^abc 

K a bcd $ab$bc ^ac^bd “ 1 “ ^ad^bc 


A.2 Calcul du Lagrangien 

On doit calculer le determinant de la matrice suivante : 

1 iD(j> 

—iD<f) 1 + iF 


(A.l) 
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ou 

P = {ikM-c^k) 

K ) a,b= 1,2,3 

k = k a T b 

est la partie lion-commutative de la courbure, et 

D<t> = o=l,2,3 

>Lt=0,l, 2,3 

la partie mixte F^ a . La matrice dans EH est la matrice g + iF intervenant dans la 
generalisation de Taction de Born-Infeld avec la partie ordinaire de la courbure F )W = 0 . 
C’est une matrice (7 x 2) 2 . On peut la reduire par la formule de Schur a une matrice 
(3 x 2) 2 : 

|l + iF — (A.2) 

On remarque alors que le determinant de la matrice precedente est un carre parfait. Ceci 
est du a la decomposition en produit tensoriel de notre matrice 6 par 6 et a Talgebre de 
matrice M 2 (C) (on ramene le determinant de cette matrice au determinant d’une matrice 
antisymetrique en multipliant El par 1 (8) T 2 ). Bien que cela soit un carre parfait, on 
ne peut reduire la taille de la matrice, il faut en fait utiliser la formule des traces pour 
un determinant, en renormalisant chaque trace par un facteur 1/2 et en s’arretant aux 
puissances 3 de la matrice (au lieu de 6 pour une matrice 6x6 quelconque). La formule 
a appliquer est la suivante : 

\J det(l + iF) = 1 + □ 


— 1 ~T t\ 


+ 3! ((l)3 


- □ □ 

+ □ □□ 

+ D 
^ □ 

□ 

□□ 

1 


□ 


+□ 


□ 

—0 

+0 


—tlf 2 


et 


t i = 
t'2 — 


0 — 


1 

2 

1 

2 

1 

2 


Tr(Af) 




) 

) 


M = iF — D(j)Dcj) 


On est maintenant pare pour attaquer le calcul du determinant. La forme generale etant 
donnee ci-dessus, il est interessant de la considerer dans certains cas particuliers afin 
d’obtenir une expression plus simple. 





Section A.2 - Calcul du Lagrangien 


145 


Ansatz 4> a — <pT a 

Je mene le calcul en detail pour cet ansatz, la methode sera la meme pour les autres 
ansatz. Pour celui-ci, on a : 

4>a = 4>T a 

Fab = 0(0 - 1 )[T a , T b \ = 2 se abc T c 
D(j) a D(f) b = ( D(p) 2 T a T b = aT a T b 

(. Dq L >) 2 et s = 0(0 — 1). On doit maintenant calculer les traces de M, 
-a^^Tr(T a r a ) =3 a 

a 

= — 24s 2 — 24ms + 9a 2 
=48is 3 — 3 x 48as 2 — 3 x 36m 2 s + 27a 3 

t\ 
t'2 

t'S 

ainsi on a : 

\/ det(l + iF ) = 1 + t\ — £2 + 0 + — 1\ — t\t 2 + — 1\ 

2 0 

9 

= 1 + 3a + 12s 2 + 12ias — -a 2 + 16is 3 — 48as 2 — 36 m 2 s + 9a 3 + 

9 9 , 9 27 , 27 n 

+ -a 2 + 36as" + 36m 2 s ——a 3 + —a 3 
2 2 6 

= 1 + 3a + 12s 2 — 12as 2 + 12ms + 16is 3 


= 3a 

9 

= —12s 2 — 12ms + -a 2 
= 16is 3 — 48as 2 — 36 m 2 s + 9a 3 


ou on a pose a = 
M 2 et M 3 : 

- Tr M = - 
2 

- Tr M 2 = ■ 
2 

- Tr M 3 = • 
2 

Soit : 


Alors : 


det(l + iF) | = a/ det(l + iF) det(l — iF) 

= (1 + 3a + 12s 2 - 12as 2 ) 2 + 16s 2 (2a + 4s 2 ) 2 
= (1 + 4s 2 ) 2 (1 + 6a + 9a 2 + 16s 2 ) 


L = 1 — {1 + 6(D0) 2 + 9(D0) 4 + 160 2 (0 - l) 2 }^ v /l + 4 0 2 (0- !) 2 


et done : 
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Afin que le Lagrangien commence par — |(.D0) 2 , il faut faire un changement de nor¬ 
malisation 0 —> ^=0, ce qui donne comme Lagrangien : 

L = 1 - jl + 2(D0) 2 + (D4,)‘ + - v^) 2 } 4 Jl + i^(0-V3) 2 

On peut encore compliquer un petit peu cet ansatz en choisissant un champ 0 different 
pour chaque generateur, soit 

0a 0a-Ui 

Attention il n’y a pas de sommation implicite sur les indices dans cette derniere expres¬ 
sion. 

Ansatz 4> a — (p a T a (pas de sommation implicite) 

Dans cette sous-section, je n’utilise pas de sommation implicite sur les indices matri- 
ciels, sauf pour les indices d’espace-temps, lorsque Ton rencontre un terme (D(j) a D(j) b ), il 
faut comprendre (D^aD^cfth). Il est utile d’introduire un vecteur "champ magnetique" : 

/ 0203 — 01 \ 

B = 2 I 0103 - 02 I 

\0102 — 03/ 

On trouve pour les traces de la matrice M les resultats suivants : 

iTrM = ^D0 aJ D0 a 

a 

\ Tr M 2 = -2 B 2 a + ^(D0 a D0 b ) 2 - 2* ^(e Qfec ) 2 (D0 a D0 b )i? c 

a a,b a,b,c 

^ Tr M 3 = i Y J ^a bc fB a B b B c + 6 ^ 5 2 (D0 e ) 2 - 3 ^ (£? a 5 6 (D0 QJ D0 6 ) + 5 2 (D0 b ) 2 ) 

abc e a,b 

-3 i (e abc ) 2 B a (D(j) b D(j)f)(D(j) c D(j) f ) 

a,b,c,f 

+ y^(D0 a D0 fe ) (D0 b L>0 c ) (-D0 c -D0q) 

a,b,c 

A partir de ces expressions, on peut calculer le determinant par la meme methode que dans 
la sous-section precedente. Il y aura cependant moins de simplifications (quelques-unes 
tout de meme, puisque ti,t 2 03 contiennent des fractions et que celles-ci doivent disparaitre 
dans l’expression hnale du determinant qui ne doit contenir que des coefficients entiers!). 
On peut egalement retrouver le resultat precedent en posant 0i = 02 = 03 = 0- Un autre 
moyen de verifier le calcul est de ne prendre qu’un seul 0 non nul, par exemple 0i = 0 et 
02 = 03 = 0. On trouve alors le resultat tres simple : 

L = 1 — ^1 +W)Vl + 40 2 

Ce resultat coincide egalement avec les resultats trouves pour les ansatz suivants dans la 
meme limite. Passons aux autres ansatz. 







Section A.2 - Calcul du Lagrangien 


147 


Ansatz 4> a — 4>S al , </> — <fi b T b 


Fab 2e a ^]_(; 


Ainsi on trouve : 


- Tr M = a 
2 


Tr M 2 = —8s + a 2 


ou a = D(j) a D(j) a et s = 0 a 0 Q 


soit : 


- Tr M 3 = a 3 
2 

Le calcul du Lagrangien donne alors 
L = 1 — \/l 4" o\/ 1 T 4s , 


L = l- vl + -D0V 1 + 40 : 


Ansatz cp a — cpaTt 

Fab ^-^ahc0rF\ 

- D(j) a D(j) b = D(j) a D(j) b l 

i Tr M = (^) 2 
i Tr M 2 = -80 2 + ((^0)^ 

i Tr M 3 = 12 ^ o 0 6 (DfaDfo) - ^ + ( ( W) ^ 

ou (.D<^ = D(p a D(f> a et (j)' 2 = 4) a (f) a . 

Ce qui donne : 



Remarque. Les vides statiques et constants dans l’espace sont donnes par 1 Aquation 
F a b = 0. Ce sont les memes vides que la theorie de Maxwell noil-commutative construite 
sur la meme algebre, c’est-a-dire les configurations oil <p est une representation de su(2), 
i.e. 0 = 0 ou (f) a = T a . On retrouve bien ces deux vides dans les ansatz precedents, qui 
fournissent des directions particulieres de fluctuations autour de ces vides. 

Remarque. La signature de la metrique est ici (—, +, +, +) pour la partie espace-temps. 
Cela est important si Ton veut avoir le bon signe devant le terme cinetique. Le signe global 
du Lagrangien etant donne par la signature de la metrique dans les directions matricielles, 
il faut en fait que la partie spatiale de la metrique ait le meme signe que la metrique sur 
les indices de matrices. 
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Annexe B 

Algebre Homologique 


B.l Modules 


Les modules d’algebres nous seront utiles car ils represented Fanalogue non commuta- 
tif des fibres vectoriels. Je rappelle ici quelques definitions essentielles. Tous ces resultats, 
ainsi que les demonstrations peuvent etre trouvees dans |Verf)3 j. 

Definition B.1.1 (Module). Soit A une algebre unifere sur C. Un groupe abelien Xi 
est appele .4-module a gauche si pour tout element a G A et m e Ai, il existe un 
element uniquement determine am, tel que : 


(a + b)m = am + bm 
(ab)m = a{bm ) 
a{m + n ) = am + an 
1 m = m 


Va, b G A, m e Xi 

(B.l) 

Va ,b £ A,m £ M 

(B.2) 

Va G A,m,n G M 

(B.3) 

Vm e M 

(B.4) 


Nous appellerons ^.-module a droite un module a gauche sur A op , l’algebre opposee 
de A. Par convention, lorsque nous disons ^4-module, nous sous-entendons ^4-module a 
gauche. 

Definition B.1.2 (Module libre). Un ^4-module T est un module libre sur la base 
X ^ 0 (X est un ensemble), si il existe une application a : X — > T telle que pour toute 
application (3 : X — > M., ou A4 est un ^.-module, il existe un unique .4-homomorphisme 
/ : T —> M. tel que le diagramme suivant soit commutatif : 


X-^X (B.5) 

M 


i.e. , (3 = fa. 

Theoreme B.1.1. Pour tout ensemble non vide X, il existe un A-module libre ayant X 
pour base. 

Ainsi tout .4-module est l’image par un homomorphisme d’un .4-module libre. 
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Definition B.1.3 (Module projectif). Un A-module V est un module projectif si pour 
tout diagramme : 


V (B.6) 

/ 

M —^JV --0 

de ^.-modules ou la rangee est exacte ( a est un epimorphisme), il existe un homomor- 
phisme g : V — > At tel que ag = f. 

Definition B.1.4 (Resolution (Projective)). Soit At un A-module. Un complexe : 

P M - -—--0 (B.7) 

ou les P n sont des A-modules (projectifs) est appele resolution (projective) du module 
At si la suite 

P: - P n P n -i - Pq —^ At--0 (B.8) 

est une suite exacte, autrement dit si H(P) = 0. On dit que At augmente le complexe 
Pm, et on a H(P M ) ~ At. 

Theoreme B.1.2. Tout A-module admet une resolution projective. 

Theoreme B.1.3. Soit P une resolution projective de At et Q une resolution de Af. 
Alors tout homomorphisme f : At —»■ Af peut s’etendre en un morphisme de complexes 
f : P —> Q. Deux extensions f et f de f sont homotopes. 

Definition B.1.5 (Foncteur Tor). Soit At un module a droite sur A et Af un module 
a gauche sur A. Tor^At, Af) est le groupe abelien obtenu en calculant l’homologie du 
complexe Pm 0 A/”, ou Pm est une resolution projective de At, ou bien Fhomologie du 
complexe At 0 Pm, oil Pm est une resolution projective de Af. 

Tor 4 ^, •) est un bifoncteur de Mod — A x A — Mod dans Ab, la categorie des Groupes 
abeliens et est le foncteur derive de • 0 •. 
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